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FORORD

Detta hifte ar avsett att anvéndas tillsammans med lAroboken Courant-John,
Introduction to Calculus and Analysis, vol. 1, kap 1-5., Férutom &vnings~
uppgifter innehdller hiftet ett antal ldsta exempel fdr varje avsnitt i
texten sambt kommentarer till texten. Kommentarerna &r avsedda for det

férsta att hjilpa lidsaren att strukturera innehdllet i ldroboken, t.ex.
genom att framh&lla viktiga begrepp och satser och genom att péapeka moti-
veringen - bl.a. ur fysikalisk synpunkt - till infdrandet av nya matematiska
begrepp. For det andra avser kommentarerna att hjdlpa lasaren att sjdlvstin-

digt 1dsa Svningsuppgifterna.

Héftets grundliggande filosofi &r att bhetonsa differential—- och integralkal-
kylens roll inom fysiken och andra tillémpningsomréden. En sddan betoning
innebdr enligt min mening ingalunda att matematiken reducerag till en
receptsamling for specifika kalkyler. Tvdrtom, utnyttjande av matematiska
metoder inom fysiken och andra tilliwpningsédmnen krédver god insikt om de
matematiska begreppens innebdrd och om de inre ssmmanhangen i den matema—
tiska teorin. Detta hiftes teoretiska ambitionsnivd &r d&rfdr inte légre
an pd traditionella universitetskurser i analys. Diremot har speciell om-
sorg ignats a4t att stimulera lisarens intuitiva begreppsfdrstielse. Denna
ambition avspeglas bade i kommentarerna och i urvalet av uppgifter - ménga
tillémpningsuppgifter, sérskilt geometriska och fysikaliska. God intuitiv/
begreppsfdrstielse tror jag i4r ett efterstrivansvirt mdl inte blott fér

blivande fysiker utan f8r alla matematikstuderande.

De fysikaliska tillé&mpningsuppgifterna har fdrfattats 1 samarbete med

Gunnar Edvinsson.
Kapitelangivelser h&nvisar till Courant-John om inte annat ségs.

For att underlitta anknytningen till gymnasiets matematikkurs ges referenser
till den oftast anvénda gymnasieldroboken i matematik, NE, Vidare férekommer

hénvisaingar till léroboken i mekanik, F.

Stockholm i juni 1978

Jan Boman
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Mathematics presented as a closed, linearly ordered,
system of truths without reference to origin and
purpose has its charm and satisfies a philosofical
need. But the attitude of introverted science is
unsuitable for students who seek intellectual inde-
pendence rather than indoctrination; disregard for
applications and intuition leads to isolation and

atrophy of mathematics.

Richard Courant och Fritz John

i Introduction to Caleculus and Analysis
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KAPITEL 1. INTRODUKTION (Analysens grundbegrepp)

Kap, 1.2 a,b. Definitionsmingd (domain) och virdemingd (range) £&r en funk—

tion definieras pd sidan 18 i CJ. Observera att ndr man anger en funktion
méste ﬁan tala om dels vad definitionsméngden Df dr, dels hur funktions-—
virdet &r bestémt £r varje punkt i Df {(t.ex. funktionen f definieras
genom f(x) = /Ejzg s Dp = [b,#@ﬂ) . Oftast anges funktionsvirdena genom
ndgon "formel" (kallas #Aven "analytiskt uttryck™), sdsom i det nyssnimnda
exemplet. Man brukar 38 anvénda sig av konventionen att om ingenting ségs
sd 8r D liks med mingden av alla reella tal f8r vilka det giwma

om Df s £

uttrycket &r meningsfullt (jfr Nyman-Emanuelsson del 1, kap. 7.1, sid. 113).

Exempel 1. Funktionen f(x) definieras genom f{x) = ¢2—x2 . Ange Df .

Lésning. Enligt konventionen skall Df bestdr av alla x 6r vilka uttrycket
2-x“ &r meningsfullt. Men detta Ar precis de x f8r vilka 2 - xz_z o,

dvs xeie, dvs -Y2 < x < /2 . Vi fir alltsd Df=[—/§,/§J ,

Exempel 2. Funktionen f(x) definieras genom f(x) = x/(xg‘— 3) . Ange Df .

Losning. Uttrycket ar meningsfullt om ndmnaren x2 - 3 &r skild frén noll,

annars ej. Alltsd &r Do = {xeR ; x # /3 och x # -/3}.

Qvning 1. Ange Df om f{x) definieras genom

a) flx) = /x¥1/x

x/,42+"1 _ -

b) f(x) =

o) flx) = x/VAP-1

a) flx) = /A1
x2—T

el flx) =¢e

) f(x) = log(x2—1)

1/sin x

ad
M
i

g)

n) f(x) = log(sin x) .

i}

Exempel 3. L&t f(x} = 1 - 2x och D, = [1;ﬂ. Ange virdemingden Ve,

Lésning. Man ser litt pd funktionens graf (upprita denna!) att
Vf = E‘(1),f(2)1 = E‘19‘3:], = E-3,—1]_. Man kan ocksd resonera sé& hir,

Enligt definitionen skall V. bestd av precis de tal y for vilka ekva-

f
‘tionen 1 - 2x = y har ndgon ldsning x som tillhdr Dp - Lésningen



1<(i-y)/2a<2 dvs 2<1-y <4 dvs y<-1 och y > -3
dvs -3 <y £ -1

-3 2
Exempel 4. L&t f(x) = x~ och Dy = [—1,23 . Ange V. .

Ldsning. Upprita funktionens graf och markera Df pé x-axeln. Man ser

1ldtt att det avsnitt av y-axeln som svarar mot x-virdem 1 D_ A&r

£
Ve = [£(0),£(2)]) =:[0,4] .

Ovning 2. Ange V. om f(x) &r definierad genom

a) f(x)=2x-3, p. = [1,4]

vy f(x) = |x| , D. = [-2,3]

) £lx) = %, D, = [-1,2]U[3:4]
a) f(x) = /2‘-_;62-

e) f£(x) = 1/x .

Ovning 3. Ett sndre, som har lingden 1 meter di det érrobelastat, t8js
0.003x meter d& det stricks med kraften x N (newton). Vid belastning med
200N Dbrister sndret. Mellan vilka grénser kan sndrets lingd variera?
Ovning 4. En bil firdas pd en landsvdg med nord-sydlig strickning under
tidsintervallet 0 < t < 15 minuter pd s& sdtt att bilen vid tiden ¢t

befinner sig x km norr om en punkt P , ddr

42
x= 10+, 06215

Vilka punkter pd vigen passeras av bilen?

Ovning 5. Samma uppgift som i uppgift b4, fast sambandet mellan x och t
Ar givet enligt formlerna '
t2
x=50-F , 0St<5

»
]

25 -2t , 5 <t <15

Ovning 6. Vad &r det for fel pd féljande fOrsdk till 18sning av Exempel 4
ovan:

Vf bestér av de tal y I6r vilka ekvationen vy = x2 har négon
18sning x som tillhdr Df = [}1,é] . Ldsningen 8r x = #/y .
Vi sbker alltsd de y f8r vilka -1 < &y < 2, Kvadrering
ger 1<y <h. Allesd v, = [1,4] .



84val definitionsmingd som virdemingd f3r en funktion kan bestd av andra
slags objekt &n reella tal. Viktigt i mekaniken ir det fall 48 virdemingden
bestdr av vektorer i R® eller R> (NE del 3, kap. 6.4, del 1 kap. T.12;

F sid. 45). Vi ger ndgra exempel pd detta.

Exempel 5. Satt f(t) = (2t,t+1) fér t€R . Funktionen f avbildar
alltsé t&D, = R pé vektorn (2t,t+1)& R® . Beréikna £(-1), £(0) och (1),
Ange Vf .
Losning. f£(-1) = (-2,0), £{0) = (0,1}, £(1) = (2,2). Man ser efter ins#tt-
ning av ytterligare ndgra t-varden att Vf méste utgdras av den odndligt

linga rédta linje varav en del &r utritad i figuren.

Ovning 7. S&tt f£(t)
Ange V

(t,2t-1), Dy = [0,3] . Berakna #(0) och £(1)

F e

Ovning 8. Sdtt £(1t) (t,ta), D, = {t;t > 0} . Berdkna f£(0), £(1), £(2),
£(3) . Skissersa Vo . Vad &r Vg £8r en kurva?

Ovning 9. S&tt f(t) = (cos t, sin t), D, = [@,2@] . Berskna f£(0), f(w/L),
f(n/2), £(3n/4), £(7) osv &nda till f(2m) . Upprita V

P

Kap. 1.2¢c. Det som i CJ (sid. 29) kallas monoton funktion brukar i de flesta

bdcker kallas stréngt monoton funktion. I sédana fall avser man med exempelvis

vixande funktion en funktion f sddan att x, < x, => f(x,) < f(x,) . En

funktion som &r konstant pd ett intervall blir alltsé véxande enligt denna

definition. HAr skall vi anvdnda denna sistnimnda terminologi. For att av-

gdra "analytiskt", dvs med hjdlp av funktionsuttrycket, om en given funktion
Ar monoton miste vi, innan bittre metoder &r utvecklade, anvénda definitionen
direkt. En enklare men inte fullt s& stringent metod &r att rita upp funktio-—

nens graf och avgdra vilka delar av denna som'sluttar' uppdt respektive neddt,



Ofta har man anvéndning av fdljande observationer

(1) om f(x) och g{x) &r vixande (avtagande) s& &r

f(x) + g{x) vixande (avtagande).

(2) om f£(x) &r véxande (avtagande), s& dr -f(x) avtagande

(vixande)

Ovning 10. Om f(x} &r véxande, vad kan di ségas om 1/f(x) ?

Exempel 6. Visa att f£{x) = x/(x+1} &r avtagande fér x > 0 .

Lésning. f(xe) - f(X1)

(x

271 2

X
T G Gt) T ) ()

*1) - x1(x2+1) X, - X,

2
Eftersom nfmnaren 1" det sista uttrycket alltid dr > 0 om X, och X,
ir > 0 , sd féljer att f(xe) - f(x1) méste vara > 0 om Xy = X 2 0 .

Dadrmed &r visat att f A&r véxande, ja 1 sjdlva verket stréngt védxande.

Exempel 7. Visa att funktionen f(x) = x/(x2 + 1) , &r véxande for

0 < x <1 och avtagande for x > 1

Lésning. Antag att X, <%, . Vi far

(x2~-x1)(1—x1

(1) (x541)

x2)

- flx. )} =

£(x,) 1

Faktorn (xe—xa)/[]x?+1)(xg+1)] dr positiv, varfor f(xg) - f(x1} har samma

tecken som 1 - x1x2 . Men det &r klart att
1 - x1x2 <0, om 1 §_x1 < Xy
och 1 - x1x2 >0, om O 5_x1 < x2 <1

(tdnk efter!). Dirmed &r pistdendet visat. (Kontrollera resultatet genom att

skissera funktionskurvan.)

.

Ovning 11. Visa att funktionen f(x) = xa ~ 8x &r avtagande fr x < 4 och

véxande f&r x > 4 . Ledning: bilda ubtrycket f(x,) - f(x ) och bryt ut

2

Xy 7 Xy

Ovning 12. Visa att funktionen f(x)} = a* 4r avtagande (p& hela R) om

0<a< 1. (Fdrutsidtt ként att ab <1 om a<1 och b>0.)



Ovning 13. En bils rdrelse beskrivs under tiden 0 <t < 10 pé& fdljande
sidtt. Vid tiden t befinner sig bilen pd en punkt rakt norr om en punkt P
och pd avstdndet 2t + 3|t-4| frén P . Under vilka tidsperioder rbr sig
bilen &t norr respektive sdder? (Ledning: upprita grafen for funktionen
£(t) = 2t + 3[t-L4].)

Ovning 14. En fjdllvandrare befinner sig vid tiden ¢ minuter péd en hdjd av

y meter Sver havet, dir

¥ = 1000 + 50 cosl% f&r 0 <t < 60,

Under vilka tidsintervall har vandraren uppférsbacke?

Ofta &r det svirt att direkt med hjdlp av formeluttrycket fOr en funktion
avgdra om funktionen &r vixande eller avtagande. I ménga fall kan grafiska

metoder vara anvéndbara, sdsom i fdljande exempel.

Ovning 15. Antalet invénare i ett land anges approximativt av funktionen

0,03t

y = £f(t) = 10e -0,5t

f8r 0 <t <50 , dar tiden t &r mitt 1 8r och y 1 millioner invénare,
Undersdk genom att skissera funktionens graf under vilka tidsintervall som
landets invénarantal &r statt i vixande respektive avtagande. (Anvénd girna

fickkalkylator f&r berikning av funktionsvirdena.)
Jimna {even) och udda (odd) funktioner definieras pd sidan 29 i CJ.

Exempel 8. Visa att funktiocnmen f{x) = sin x &r udda och att funktionen

g(x) = x sin x &r jémn.

LSsning. Enligt definitionen &r £ udda om det giller att f£(-x) = f{x) fér
alla x . Vi vet att sin(-x) = -sin x f8r alla x . Funktionen sin x 4&r
alltsd udda. P& analogt sdtt inses att funktionen g(x) = x sin x A&r jémn,

eftersom g(-x} = (-x) sin{-x) = x sin x = g{x) fér alla x.

Observera att de flesta funktioner &r varken jimna eller udda, sdsom t.ex. funk-
tionen f(x) = x + 1 . A& andra sidan Ar fdrstds funktionen som &r identiskt

lika med O Dbade jé&mn och udda.



Ovning 16. Avgdr vilka av fdljande funktioner som 3r jémna respektive udda.
a) f{x) = x cos x
b) £lx) = x° + 1
c) f(x) = x> - bx
a) flx) = &*
2
e) f(x) = &
£) flx) = x0 + 1
g) f(x) = xh - 2|x|
n) f£lx) = x|x]
i) f(x) = |3 - 2]x]||
Kap. 1.2d. P& sidan 31 férklaras i ndgot oprecisa men intuitivt fdrstdeliga

termer vad som menas med att en funktion &r kontinuerlig (jfr NE del 2, kap. 5.6)

Lés nedanstiende uppgifter med hjdlp av det intuitiva kontinuitetsbegreppet.

En funktion som inte &r kontinuverlig kallas diskontinuerlig.

Exempel 9. Vilka av nedanstiende funktioner &r kontinuerliga pd hela R ?

a) fz(x) = 2x - 3
D) f1(x) = 1/1 + x°
J—x + 2 for x <0
e) f.(x) =
3 L 2 f5r x>0 .
x+2 fr x <0
2x + 1 f6r x>0 .
e) fs(x) =1/x f8r x# 0, f£(0) =20,
f) f6(x) =2x -3 f8r x# 2, f6(2) =3,

Losning. Funktionerna f3 och f2 dr kontinuerliga, eftersom deras grafer

bestdr av ett enda sammanhingande stycke. Efter kontroll ser man att detsamma

géller funktionen f3 , ty de bagge delarna av f3:s graf hénger ihop i

punkten {0,2) . Diremot &r fh diskontinuerlig, eftersom de bigge delarna
har ett spring (eng:

av grafen inte hénger ihop vid x = 0 . Funktionen fh

Jump) 1 x =0 . P& analogt sitt inses att f5 dr diskontinuerlig. Funk=-

tionen f6 , slutligen, &r diskontinuerlig, eftersom dess graf bestdr av tvd
(2.1)

separata stycken, némligen linjen y = 2x - 3 s& ndr som pa punkten

samt punkten (2.3)



Det &r mycket viktigt att man vinjer sig vid att betrakta en siddan funktion
som exempelvis f3 som en funktion och inte tva. Funktionsvérdena for en
funktion fir Jju beskrivas pd vilket sédtt som helst, sdledes exempelvis genom
tvd eller flera olika formler giltige 1 olika delar av definitionsméngden.

Ovning 17. Vilka av fdljande funktioner &r kontinuerliga i hela R ?

a) f,(x) =x/(1+ x°)
D) £,(x) = x/(1 - %)
cos X fér x < 0O
c) f3(x) =<r -
l.x + 1 for x>0
et + 1 Pir x <0
d) fh(x) =

cos % fér x > Q .

Ovning 18. RSrelsen hos en boll beskrivs av en funktion y = f£{t) pd sd s&tt
att bollen vid tiden t sekunder befinner sig ¥y meter Sver marken. Bollen
ror sig endast 1 vertikalled. Vilka av nedanstédende rdrelsefdrlopp anser Du

Ar fysikaliskt rimliga?

J'E -t for 0<t <2

a) fi(t) =
\t -2 fér 2 <t <5
5-2t fér 0<t <2
b) fa(t)=< '
t fr 2 <t <5 .
L.

Fér att kunna uttala och bevisa generella utsagor om kontinuerliga funktioner
(t.ex. "produkten av tvd kontinuerliga funktioner &dr alltid kontinuerlig")
miste man med full precision faststdlla vad det skall betyda att en funktion
4r kontinuerlig. Det &r dirvid Onskvirt att ha en definition som &r baserad
direkt pd funktionens virden och inte gdr via funktionens graf som ju kan vara
svar att upprita, och framfdr allt inte ar baserad pa det oprecisa begreppet
"bestdr av ett sammanhingande stycke". Den precisa definitionen av att f£(x)
dy kontinuerlig i en punkt X, finns mitt pad sidan 33 1 CJ. Definitionen
bdr kompletteras med att en funktion kallas kontinuerlig om den &r kontinuer—

1ig i alla punkter i sin definitionsmingd.

Innebdrden av villkoret i definitionen brukar ta ndgon tid att férsta. Vi ger

négra Svaningar fdr att belysa innebdrden.



Exempel 10. Satt f(x) = 6x + 2
a) Bestadm ett tal &§ > 0 s att
e(x) - 2(2)] < 45

£f8r alla x for vilka |x-2| < &

b) Lat x, vara ett godtyckligt reellt tal och 14t e wvara ett godtyckligt
positivt tal. Bestém ett tal & > 0 (som fir bero pé X och ¢€) sd att

|£(x) - f(xo)l < e
f8r alla x f8r vilka |x—x0! < § .

Lésning. a) |[f(x) - £(2)| = |6(x-2)| = 6|x-2|. Alltsd &r
l£(x) - £(2)| < 1/10 <= |x=2] < 1/60 . Vi kan s&ledes valja & = 1/60 .
(Observera att vilket som helst positivt & som &r mindre &n 1/60 ocksa

duger, t.ex. & = 1/100 eller & = 1/1000; kontrollera sjilv dettal)

b) |f(x) - f(xo)I = 6[x—x0|. S8ledes giller
[ £(x) - f{xo)l < g <= lx—xol < g/6 . Vi kan alltsd vdlja 6 = ¢/6

(I detta fall beror sdledes & p& € men inte pa xo.)

Ovning 19. satt f(x) = /[x] .
a) Bestdm ettt tal & > O si att
te(x) = £(0)] < }5
fér alla x £6r vilka |[x| < 6§ .
b) L&t e vara ett godtyckligt positivt tal. Bestém ett tal § > O si att
|£(x) - £(0)] < e

fér alla x f6r vilka |x| < § .

Ovning 20. Sitt f(x) = X2 + 2% - 3
a) Bestim ett tal & > 0 sd att
£(x) = £(0)] < 1=
fér alla x f£Or vilka |x]| < 8.
b) LAt e vara ett godtyckligt positivt tal. Bestém ett tal & > 0 si att
[£(x) - £(0}| < ¢

£ér alla x  £or vilka |x| < 8.



Kap. 1.2e¢. En funktion f kallas omvindbar om det fér varje yé& Vf finns
precis ett xé& D, (alltsd hogst ett x& Df) sd att f(x) =y . Om f &r om-

vindbar, sid kallar man fér inverssa funktionen till f , den funktion g fér

vilken g(y) 4&r lika med motsvarande tal xé& Df £6r varje vé& Vf (CJ sid. b5,

NE del 2, kap. ©@.9)}. Observera att Dg = Vf och Vg = Df .

Exempel 11. Sétt f(x) =2x - 1 , Df = [@,23 . Berdkna inversa funktionen g
till f . Ange ockséd Dg

Lésning. Man finner funktionen g genom att 13sa x med avseende pd y ur
ekvationen y = f(x} = 2x - 1 . I detta fall x = (y+1)/2 , alltsé
gly) = (y+1)/2 . Om man vill ange g med x som variabel s& kan man natur-—

ligtvis gdra det: g(x) = (x+1)/2 . Vidare &r Dg = Vf = [?(O),f(Z{] = [}1,5].

Exempel 12. Sitt f(x) = x>+ 1 » Do = [0,2] . S8k inversa funktionen g

till £ och ange Dg .

Losning. V. = [1,5], alltsé D, = [1.5]. av y = x° 41 farovi x o=t 7.
Om y‘éDg dr y > 1, varfdr uttrycket under rotmérket alltid & > 0 . Fér
att avgdra om vi skall valja + eller ~tecknet erinrar vi oss att g(y) defi-

nierades som det x-virde f£dr vilket x&D_, och f(x) =y . Av de bigge

f
talen *vy-1 &r det endast det som & > 0 , alltsd y-1 , som tillhdr
Df . Alltsd g(y) = JVy—-1 .

Ovning 21. S&tt f(x) =3x + 5 , D, = {x, 1 < x <3}, Berdkna inversa funk-

tionen g och dess definitionsmingd.

Ovning 22. Samma uppgift dd f(x) = x2 + 1 och D, = £1;ﬂ .

ﬁvning 23. Arean av en kvadrat med sidan x &r f(x) = x2 . Berdkna den

inverssa funktionen g till f , och ange den geometriska betydelsen hos g.

Ovning 2L. Visa att funktionen f(x) = x° - bx -5, =1 <x <2, &r stringt
monoton och sdledes omvéndbar. Bestdm ett uttryck fér inversa funktionen med
angivande av dess definitionsméngd.

Ovning 25. Om € &r temperaturen i Celsiusgrader och F 1 Fahrenheitgrader,
s& giller sambandet F = f£(C) , dar

f(x) = %-x + 32 .

Definitionsméngden f&r funktionen f &r {x; x > -273} , eftersom absoluta -
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nollpunkten &r -273°C . Berskna inversa funktionen g till f med angivan-
de av dess definitionsmédngd, och férklara den fysikaliska betydelsen hos g.
Gvning 26. Fo8r s.k. beskattningsbara &rsinkomster under 30000 kronor &r den
statliga inkomstskatten (&r 1977) bestimd pd f8ljande sitt. Om x betecknar

inkomsten och y skatten, s& giller sambandet y = f{x} , dér

0,04 x fér 0 < x < 20000
f(x) = 800 + 0,1(x~20000) fér 20000 < x < 25000
1300 + 0,2(x-25000) fdr 25000 < x < 30000 .

Undersék om f{x) &r kontinuerlig. Visa att f(x) &r omvéndbar, och berdkna
inversa funktionen till f (ange definitionsmingden fdr g) . Forklara be-
tydelsen av funktionen g .

Ledning: Observera att g maste beskrivas med hj&dlp av flera formler, gil-

tiga 1 olika delar av g:s definitionsméngd.

Kep. 1.3e. Den sammansatta funktionen f(x) = g(¢(x)) av tvéd funktioner
¢(x} och g{u) definieras pd sidan 52 1 CJ (¥E del 2, kap. 9.L).

Exempel 13. Sdtt g(x) = x+ 1, hix) = x2 . Berdkna g(h{x)) och h(g(x))

Losning. g(h(x)) = h(x) + 1 =x- + 1, och hlg(x)) = g(x)® = (x+1)° .

Exempel 1k. Satt f(x) = 1/x , D, = [2,5] , och g(x) =1 -x", D, =R .
Berskna h(x) = g(f(x)) och ange Vh . Kan man ocksd berdkna f£(g(x)) ?

Légning. Eftersom Dg =R =8 ar Vf sjalvklart innehdllen i Dg; alltsé
kan vi bilda h{x) = g(f{x)) . Vi fér h(x) =1 - (f(x))2 = 1 - (‘i/x)2
Dh = Df = |:2,5:[. Eftersom hk &r monoton f8r x¢& [2,5] (varfdr?) si& fir

vi Vo = [?(2)’h(5ij = [3/h32h/25]. Déremot kan f(g(x)) inte berdknas, ty

Vg 4r ej .innehdllen i Df = {?,5] . I sjélva verket &r Vg = {y; y < 1}

>

Ovning 27. Satt f£(x)
g(f(x))

+ 1, g{x) =2x - 1 . Berdkna f{g(x)) och

H
"

2x + b oech g(x) = (x/2) - 2 . Beridkna f(g(x))

Ovning 28. Sitt f(x)
och g(f{x})) .

Ovning 29. S&tt f(x) =2x+ 4, D, = [0,2] , oeh g(x) = 1/x . Beréikaa

h(x) = g(f{x)} och ange v, -
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Ovning 30. Antag att man vid vdxling av x dollar i bank fir f(x) = L,2x - 5
svenska kronor; man far med andra ord betala en fast vdxlingsavgift pd 5 kronecr
ocavsett beloppets storlek. Antag vidare att vixling av 6 svenska Xronor ger

g(y) = 1,3y = 6 danska kronor. Berikna den sammansatta funktionen h(x) =

= g(f(x)) och ange dess betydelse. Kan man ocksi ange ndgon betydelse fér
))

(gly
Ovning 31. En fritt fallande kropp som befinner sig i vila vid tiden t = O

7

nar efter tiden + hastigheten f£(t) = gt , dir g &r tyngdaccelerationen.
Den kinetiska energin hos en kropp med massan m och hastigheten v d&r

hiv) = mv2/2 . Beridkna den sammansatta funktiocnen ¢(t) = h(f(t)) , och
ange dess fysikaliska hetydelse.

Ovning 32. Sétt f(x) = x/(x+1) , 1 s_x < 3 . Berékna den inversa funktio-
nen g (med sin definitionsmingd) . Ber#dkna vidare de sammansatta funktio-

nerna h{x) = g{f(x)) och k(y} = flgly)) (gidm inte definitionsmingderna)

Kap. 1.5. Principen fér s.k. "induktionsbevis" f8rklaras pd sidan 57 i CJ
(NE del 3, kap. 9) . Ett illustrativt exempel ges pd sidan 58. Vi ger ytter-—

ligare ett exempel hér.

Exempel 15. Visa med induktion formeln

+ " .
1+ 2+ ... +0n= Eig—ll , fér varje heltal =n > 1

. - . I . 1 a Q a do kl" .
Lésning. Beteckna vanstra ledet ovan med Sn fart pastaende kan da skrivas

(1) 8, = n(n+1)/2 £8r varje heltal n > 1

Eftersom S, = 1 och 1(1+1)/2 = 1, s& giéller formeln (1) f8r n = 1
Antag nu att r &r ett positivt heltal, och antag att vi vet att (1) gédl-

ler f6r n=r1r , dvs att

(2) sr = pr(r+l)/2 .

Vi skall nu med hjilp av antagandet (2) visa att (1) géller fér n=r+i, dvs att

(3) S,p1 = (r+1)(r+2)/2 .

For att gbra detta observerar vi att Sr+1 = Sr + r + 1 och anvinder (2),

varvid vi far

= . ri{r+l) o Lre2)(r+1)
Sr+1 = Sr +r+ 1= > +r + 1= 5 .

Dirmed har vi visat (3). Enligt principen om matematisk induktion har vi

dirmed visat att (1) gidller fér alla n .
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Ovning 33. Viga med hjélp av induktion formeln

2 n—1 2 =1
+ = S
1T+ 2+2%+ .., +2 =
samt den allminnare formeln (k # 1)
n
a + ak + ak2 + ... F akn L =€L5£f:—% .

Ovning 34. Visa med hjdlp av induktion formlerna

1 _ ._n

S SO T =
a) i 5.3 + ... + (nt1) - mel n>1,
2
b) 13+23+...+n3=ﬁ(%1l] s n>1,

c) 1°2+2-3+...+n(n+1)=n—(311——%(n+2-l, n > 1

Ovning 35. Visa med hjélp av induktion att 2n §.2n fér varje heltal n > 0 .

Kap. 1.6. Begreppet grénsvidrde fSr en talf8ljd bdr f8rstds dels intuitivt,
dels sédsom det med matematisk precision formuleras i grinsvirdesdefinitionen
(CF sid. TO). I avsnitten 1.6 a-c fdrklaras grinsvirdesbegreppet ur intuitiv

synpunkt utgdende frén nigra enkla exempel.

Det ar viktigt att kinna till nedanstéende s.k. standardgrénsvidrden och att

kunna utnyttja dessa f6r grinsvirdesberikningar:
n

(a) lim Vo = 1. {p >0) (sid. 64)
e
(3) Yim Ya=1 (sid. 69)
n—)'OO
() 1im‘an=o om 0<a<1t (sid. 65)
n—)'OO
(D) ot > d& n>®, om o > 1 (sid. 65)
(E) lim EE =0, om o>1 (sid. 70}
n»e o

Observera att bevisen i CJ fBr dessa fem grénsvirden kan férstés utan full
f8rstéelse fdr grénsvérdesdefinitionen, om man blott accepterar f£6ljande

intuitivt 14ttfSrstédeliga princip:

Om O<a <c¢. och lime = 0,
- 1n>n n
Mo

(P)

s4 mdste lim g = g .
Il-rc0 n
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I bevisen pd sidorna 64, 65 och 70 tilldmpas denna princip med
K/n (K = konstant), p& sidan 69 tilliampas samma princip med

K/V/o .

)]

C
n

C
n

]

T nedanstdende Svningar fdreslds att man arbetar med intuitivt grinsvirdes-—

begrepp och att man &var sig att dra korrekta slutsatser, om &n ej alltid

med fullt rigordsa argument,

Exempel 16. Ber#kna grénsvirdena

. 2n + 3
a) lim —
e 3B F N
: 2
'b) 1lim .I..‘L...__._l_

3

n+ n- + 2n
Lésning. a) (Jfr NE del 3, uppg. 428.) Férkorta bréket med n:

2n + 3 _ 2+

3n + 4

3 +

S &5 juw

Eftersom 3/n och 4/n gdr mot O dd n =+ o , sd gdr tdljaren mot 2 och
nédmnaren mot 3 . Hérav kan vi dra slutsatsen (vi hoppar t.v. dver beviset)

att bridket zir mot 2/3 , alltsd

2n + 3 _ 2

lim 3n + L = § .

n+®

b) (Jfr NE del 3, uppg. 429.) FPFdrkorta brdket med n3:

Bi—
i
ﬁdh)qiq

0 -7

n3 + 2n 1+

Genom att resonera pd analogt s&tt som i a) fér vi

2
lim n3 il (R Q -
nde n” + 2n 1+ 0

0 .
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Ovning 35. Berdkna grénsvdrdet av nedanstdende uttryck dé& n + « :
Q) D*2 a) nd + 2
7= 3n n(1 - Ta°)
b) n2+1 @) 1+5n2+n3
3
o) L*on+ = £) (i +2 /n)vn
n)4 2v/n - 3n

D& det fSrekommer andra elementira funktioner #n polynomfunktioner méste man an-—
vinda standardgréansvirdena. Det &r praktiskt att lira sig en allminnare variant

av standardgrinsvirdet (E), namligen

Fér godtyckligt reellt tal k och a > 1 géller
(B')
.nk
1lim o = 0.

Vi bevisar detta f6r k = 2 och lidmnar resten som en dvaning &t liésaren {visa
férst . (E') fdr varje heltal k , och sedan fér godtyckligt reellt k med

njalp av argumentet (P)). Vi anvénder identiteten

Eftersom vo > 1 om a > 1, 88 gir vardera faktorn i hogra ledet mot noll

enligt standardgrinsvirdet (E) . Alltsd gér det hela mot noll.

Man méste ocksd kunna utnyttja (A) och (B) pd t.ex. fdljande sitt:

lim 53n =1, ty
n--o

Br=V3 a1
enligt (A) och (B) . Likas

lim ?EE =1, ty

>«

H

]
-

enligt (B) .
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Exempel 17. Ber#ékna grinsvirdet d4 n - o fOr vart och ett av uttrycken

8) Efii;l
n + 2n
- 2
-b) 3 n(n + 3n )
P .
Y100
Lésning. a) Pérkorta med ot , eftersom denns term 8r stdrst av de fére-

kommande termerna:

n®+ 1 _nZ2 4™
n + ot n-2 o4 1

Hir gdr nu tiljaren mot noll och ndmnaren mot 1 pa grund av standardgrinsvidrde

(E), alltsd gir det hela mot noll.

b) Nimnaren gir mot 1 enligt (4) , och

-n 2 -n n2
3 (n+3n)=—';l‘+3—£
3 3
gdrmot 0 + 0 =0 enligt (E')
Ovning 36. Berdkna griansvdrdet fOr vart och ett av uttrycken
n
) /10 + 1 oy Bl
2 n
n 1,1
n 25 s
b) 1,2 _+ 67 a) n-véne
5057 + 1 Yn + 2n
n
n2 (—2) + va
e) 10
n+ 1

Ofta &r det praktiskt att med hj8lp av olikheter stinga in den givna talfdljden
mellan tvd talfdljder med ett och samma grinsvirde; diarvid behdver man dberopa

f6ljande naturliga utsaga

Antag att b <a <c for alia n och att

n
limb = lim c = A .
n n
[ e n—>oo

(Q)

DA 4r Aven lim a = A .
oo
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Utsagan (P} ovan &r ett specialfall av (Q) svarande mot b =0 fér alla n

och A =0 . Men den allminnare utsagan (Q) f&ljer genast av (P) , ty om

b <a <c , s r 0<a —-b <c -b , varfér enligt (P) miste gélla
n— n— — “n n— n n

lim{(a - b ) = lim(e¢ - b ) =1limec¢ -1imb =A - A =0,
n n n In n 11
J1->00 1o N+ T—=ee

och sdledes lim a = lim{a_ - b ) + lim b = 0O+ A =24,
d gt I1-roo n a s

Exempel 18. Ber#dkna grinsvidrdet d4 n » = av talfdljderna

1

a) m————
/ne + 3n
n
b) Vne + 5n
s . 1 1 C
Lésning. a) Vi har 0 < ——— < = -,
Vne + 3n /ng n
Eftersom lim{1/n) = 0 , s& miste alltsd det sékta grénsvirdet vara O .
N-ro

n n n 1 n
b) Vn® + 50 = vne + V1 + (5/n) . Nu dr 1< /1 + (5/n) < V2 £&r alla n > 6 .

n n .
Eftersom V2 - 1 , 58 féljer nu av resonemanget (Q) att 1 + (5/n) - 1 ,

d8 n > «. Saledes fdr vi

n n n
lim vao2 + Sn = lim vn2 - lim /1 + % = 1.1 =1,

N> - -]

Ovning 37. Berdkna grédnsvidrdet d4 n - « av var och en av talfdljderna

a) —B— 4y —B
Yn2 + 1 {nE + 1
n

b) VT + 28 e} (0,8)% - /ad+ 1.
n

¢) vn + 2B
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Kap. 1.7. DNedanstdende dvningar &r avsedda att illustrera innebdrden av vill-

koret i grinsvirdesdefinitionen pd sidan T0 i CJ (NE del 3 kap. 4.k, sid.

TT). Jfr definitionen av kontinuerlig funktion pd& sidan 33.

Exempel 19. a) Bestdm ett tal N sd att

n
n+ 1

1
(1) - 1] < 0

fér alla n > N .,

b) L&t e wvara ett godtyckligt positivt tal. Bestim ett tal
pd e) si att
n i T~ 11 < ¢
fér alla n > W .
v s n 1 1
Losning. n+ 1 = )_ n + Tj = n+ 1

Alltsd Far vi ekvivalenserna

i _ <-l

n+ 1 10
<= 1 < 1
n+ 1 10

<z o7 o4+ ] > 10 <==> n > 9 .

N

(som T&r bero

Vi ser sdledes att (1) méste gélla f6r alla n > 9 . Vi kan alltsd vidlja

N =9. Varje tal som &r > 9 duger emellertid ocksd som N

b) P& analogt sitt fér vi ekvivalenserna

(varfér?).

n
o+ 1 11 < &
== ! < g
n+ 1
.
<= n>—=-1
£
Har kean vi allts& som N vé&lja vilket som helst heltal som &r > é“ -1. Ty
om n >N och N>-3:— -1, s&éar n>% - 1, och d& mdste tydligen (1)

galla.
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Owning 38. a) Bestim ett neltal N si att
2n2 + 1 ol < 1
2 100
n

fér alla n > N .

b) L&t e vara ett godtyckligt positivt tal. Bestim ett tal N si att

__2.&_2....*:__1

2
n

-2 <¢

f8r alla N > n .

Vi sdg i ldsningen till Exempel 19 att vi faktiskt inte behdvde den logiska

ekvivalensen mellan de olika leden, utan det hade réckt med implikationer

uppét, eller baklédnges, hur man nu vill uttrycka det, dvs det hade rickt att

visa att

In

1 1 L
n+ 1 < N

n+ i 10

1 —_
W<t <

<= n+1>10 <= n>9.

Detta férhdllande kan man ofta utnyttja £ér att med hjidlp av olikheter férenkla
rédkningarna avsevirt. I sddana fall finner man inte det minsta N som 1ldser
uppgiften, men det g8r ju inget; det erfordras ju blott att man finner négot

sddant N, vilket som helst.

Exempel 20. Bestim ett tal N sd att

1 1
<

e

f6r alla n > N .

Lésning. Vi utnyttjar olikheten

1 1 1

< = —
/ne + 5n V12 n
Vi f4r hirigenom f8ljande racka av implikationer och ekvivalenser (kontrollera
sjalv!)
1 < L <= l— < L <> n > 100 .
/EE_I_gE ‘ 100 n 100

Vi kan alltsid exempelvis vdlja N = 100,
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Exempel 21, Bestém ett tal N sd att
n -6

o < 10
1,1

fér alla n > N .
Losning, Fnligt en olikhet pd tionde raden pd sidan TO i CJ giller att

n < 2 - 1
1,17%  (a-1)0,1°  so(n-1)

(hdr 8r h = 1,1 = 1= 0,1). Vi fir sdledes sdsom 1 Exempel 20

2o . 10“6 DU S -<:1o"6 <= 1 - 1> 20000 <=> n > 20001

50{n=-1)

Var kalkyl visar sdledes att talet N = 20001 sdkert duger (men detta virde pd N
r inte det minsta m8jliga). Kontrollera girna detta resultat pd fickkalkylatorn

genom att berskna n/1,1" £8r ett antal olika virden pd n.

I Svningarna 39-42 fdreslds att Du kontrollerar Dina resultat med hjélp av fick--
kalkylator genom att berikna den giwme talf6ljdens virde £6r négra lampligt

valda n .

Ovning 39. Bestam ett tal N gid att

n <W-3_~

1 +n° 100

f6r alla n > N .

Ovning k40. Bestdm ett tal N si att

a) 2n - 3 < 1

n° + 51 100

en + 3 < 1
n2 + 5n 100

b)

for alla n > N .

Ovning L1, Beatdm ett tal N =3 att

n 1
<
Y1 + n3 100

f6r alla n > N .
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Ovning L2. Bestim ett tal N si att

10
2 <10

211

>

10_ 10
fér alla n > N. (Ledning: utnyttja att n10/2n = (n/ V2) och anviénd resone-—

manget i Exempel 21.)

Vad som menas med att en talfdljd Ar begrénsad (bounded) férklaras mitt pé
gidan T1. Termerna monotont vixande och monotont avtagande definierss Overst

pé sidan Th. Observera (sid. 71) att en talf8ljd som #r bAdde monoton och be-

grinsad midste vara konvergent.

Tva vanliga sétt att visa att en £61jd 4r monotont vixande &r att visa att

a > 1 fdr alla n .

A+l %n > 0 respektive att s

n+1/an

Exempel 22. Vilka av fO0ljande talfdljder &r begrinsade, och vilka &r monotona?

a) a = (-1)* a) 4 = 2n® - 3n + 5
n n®
b) b = (=1)"/n e) e, =~ nx23.
2
e) c_=1- 1
n n

Lésning. (a), (b) och {c) och (e) &r begrinsade. Ty Ian| <1, ]bn| 5_1 och
0 < ¢, < 1 £6r alla n . en midste vara begrinsad, eftersom den &r konvergent
(sid., 70). F8ljden d ~ 8r obegrénsad. Uppenbarligen &r varken a ~eller b

monotona, medan cn ar monotont véxande. Fdr att undersdka om dn dr monoton

bildar vi

(1

)2 - 3(n+1) - 2n2 + 3n =

- 4 2{n+1

dn+1 n
bp + 2 - 3 = kn - 1

Eftersom b4n - 1 > 0 £8r alla n > 1, s& & féljden monotont vixande. Fér att

undersdka onm e, 4r monoton bildar vi

fwr1 | (er)? 20 w1, 10
& 2n+1 n2 2n2 2 n
1.2 4.2
Om n>3, sdér (1+7) <(3) <2, ochsdledes e _./e < 1. Alltsd &r

fé1jden e, monotont avtagsnde,
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Ovning 43. Vilka av fdljande talféljder &r begrinsade och vilka &r monotona?

2
a) an-(—e) a) d, =3n" -15n+7, n>3
2

) b = —= e) e =2 ) n > 15

o /in? "o(1,2)?

13

¢} e =n - 1 f) f = A (=1) .

n n n n

n
=

et

Ovning bb. a) Vilka av féljderna i Exempel 22 &Ar konvergenta?

b) Samma frigs fér féljderna i Ovning L3.

En odndlig serie

kallas konvergent, om talfdljden

(1) : s, % Ioa, n=1,2,..,
k=1

av alla seriens partialsummor utgdr en konvergent talféljd (CJ sidorna

75, T6; NE del 3, kap. 4.5). Grénsvirdet

(2) s = lim s
n
n-eo

kallas d& fOr seriens summa, och man skriver
=]

(3) s= I a

{Observera sdledes att innebdrden av (3), vilken i och f8r sig inte &r

sjédlvklar, &r fastlagd av (1), (2) och definitionen av grinsvidrde fér tal-

féljder. )

Exempel 23. Berikna summan av serien

Lésning. (Jfr NE del 3, kap. 4.5 Exempel 1.) Vi kdnner ett uttryck for

summan av en aAndlig geometrisk serie, i detta fall




- 22 -

Alltséd &r seriens summa

Ik
N0
Ovning U45. Berdkna summan av serierna
) o0 k+1
a) z liZ och b) ¢ (11){
=1 5 =1 5

Ovning 46. Berdkna med hjdlp av resultatet av Ovning 34 a summan av serien

[=-]

z
k=1

i
k{k+1)

Kap. 1.8. Innebdrden av uttrycken

lim f(x) och 1lim f(x)
X>a Koo

férklaras péd sidorna 82-86 i CJ (NE del 2, kap. 5.3). S&vdl definitionerna
som metoderna att berdkna grinsvirdet fSr en given funktion Ar analoga med
vad som gédller f&r grénsvérden £or talfdljder. Vi behdver dock ett nytt stan-
dardgrinsvirde, nimligen (CJ sid. 84)

. sin x
lim ——= 1 .
x

x>0

Exempel 24. Berdkna grénsvirdena

2

a) limx_'i'__e..
X0 XVXE+]
b) lim x/f
sin x
x>0
Lésning. a) Genom att resonera pd analogt sdtt som i kap. 1.6 fér vi
2 1+ 5
x_ *+2 _ 142021, a8 x» o,
x#x2+‘l

X -
/,i - _'l_é_ Y140
X
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sin x =1 (varfér) , alltsd

b) Eftersom lim =1, s& dr dven lim e
x+0 X %0
X __X ./, 1.0=0 4 x~+0.

sin % sin x

Cm man har att studersa

lim £(x)
X8

bdr man skilja mellan situationen d& a.éDf , t.ex.

sin x . htx = 2

lim —~——— eller 1lim
bd X -2
x=+0 X2

och den situationen 48 a€D t.ex.

f >

lim /1+x2 eller lim X sin x .
x-0 X/ 2

I det senare fallet kan gransvirdet oftaberéknas genom insdttning av x = a

i funktionsuttrycket, sdledes i exemplen

lim V1+x° = /140¢ = 1 ,
%0

. . il
lim x sin x = >
x>m/2
Man bér emellertid ha klart f8r sig att

iim £(x)
X+a

ingalunda ir samma sak som f(x}.

Att likheten

(1) lim f{x) = f(a)

X+a
gdiler i de nyssnimnds exemplen beror nimligen pid att funktionen f i dessa
fall &r kontinuerlig i a . I sjédlva verket &r det en viktig podng med gréns-
virdesbegreppet att det hjdlper oss att forstd kontinuitetsbegreppet genom att
vi inser att likheten {1) betyder precis samma sak som att f &r kontinuerlig

i x=a . (CJfmitt pd sidan 82; NE del 2 kap. 5.6 sid. 9kL).
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Ibland &r det praktiskt att férlinga ett brak med ett uttryck som mdjliggdr

anvindning av konjugatregeln.

Exempel 25. Berakns

. Yi+x = 1
lim ———
X0 X
Lésning, Forléng med v1+x + 1
/1+x—1_(1+x)—12 _ 1
x x(Vi+x + 1) Vitx + 1

Grinsvirdet kan nu l8tt berfknas och fis till 1/2 .

En vanlig metod att transformera ett givet grénsvidrde till ett ként sidant

Ar att gbdra en variabelsubstitution, exempelvis s8tta x — a =y fdr ett

la8mpligt valt a . Vi illustrerar metoden med ett exempel.

Exempel 26. Berdkna grénsvirdet

1im sin x
x(x-m)
X
Lésning. S8ttt x -1 =y . Did gdr y mot O d& x glr mot m ,

alltsd dr det givna gransviardet lika med

1im sin(x—rﬂ)

-0 (yem)y
Men sin(y+w) = - siny , alltsd
sin(y+m) _ _siny _1 P .
(y+m)y Y p - - 1 s 1/m , d& y =+ 0 .

Ovning 47. Berikna gridnsvdrdena

0
b) lim == /2
x -2
X2
o) lm XS X
X+w/2
a) lim —l§§—
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2
e) 1lim 28 %
X

K-ra
(Ledning: anvidnd ett resonemang analogt med (P) ovan, kap. 1.6.)

£) 1im 292X

X
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Svar och anvisningar kap. 1

2.

10,

) {x; x>-1, x# 0}

) R

) {x; x> 13U {x; x < -1}
d) {x; x > 1} {x; x < -1}
R

)
£) {x3 x> 13U {x; x < -1}
g) {x; x # ar f£Br alla heltal n}
h) {x; nm < x < (n+1}r £3r ndgot jimnt heltal n}
a) E‘135]
v) [0,3]
¢) [o,k]u[9,16]
a) [0,72]

e) {y; vy # 0}

Mellan 1m och 1,6 m .

Punkter norr om P pé ett avsténd y kxm frén P , dir 10 <y < 25 .
Punkter norr om P pad ett avstdnd y km frén P , dédr 25 <y < 50 .

Av olikheten -1 < /3_; kan man inte dra slutsatsen att 1 <y . Exem—

pelvis -1 < /0 sann, men 1 <0 &r falsk.

£(0) = (0,-1), £(1) = (1,1) . V, &r det réta linjestycket med &nd-
punkter i (0,-1) och (3,5)

£(0) = (0,0), £(1) = (1,1), £(2) = (2,4), £(3) = (3,9). V, &r ndara

hélften av kurvan vy = x2. En kurva med denna form kallas for parabel,

£(0) = (1,0), £(x/4) = (1/V2,1/¥2), f£(x/2) = (0,1),

£(3n/k) = (=1/¥2,1/¥2), £(x) = (-1,0), £(5n/k) = (-1//2,-1//2),

£(3n/2) = (0,-1), £(Ta/b) = (1/¥2,~1/¥2), £(2r) = (1,0), V., &r cirkeln
med radie 1 och medelpunkt (0,0) .

i}
it

H
1

f(x) miste f8rst och frimst vara # 0, +ty annars existerar inte 1/f(x).
Vi pdstlr nu:

om f£(x) wvéxande och f(x) > 0 £br alla x €Dy,

s8 dr 1/f(x) eavtagande,
och séledes

Ty om x < X, 88 Ar f(x1)if(x

1 2)



11,

12.

13.

4,

5.

16.

17.

18.

1
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1 f(xl)—-f(xe)

f(x2) - f(x1) = f(x2)f(x1)

<0,

vilket visar pdstiendet. P4 samma sitt kan man visa

om f(x) vaxande och f(x) < 0 f&r alla xéDf,

s dr 1/f(x) avtagande.

Genonfdr beviset sdsom Svning (observera att f(xe)f(zé1)_ miste vara

> 0 Aven denna ging). Déremot kan man inte dra slutsatsen att 1/f(x)}

ar avtagande enbart ur fSrutsdttningen att £(x) &r vixande. Ty exempel-

vis funktionen f(x) = x, D, = {x;-1 < x <1, x # 0} 8r véxande, men
1/£(x) 4&r inte avtagande (varfdr?) (och givetvis inte heller véxande).
f(x)—f(x)"xz-xz-fi(x--x)=(x—x)(x +x, -8, Om x

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1
och x, &r < L s& &r X, + X, = 8 <0 . Fsljaktligen &r

f(xe) - f(x1) <0 om Xy = X, >0, vilket visar att f &r avtagande.

Det andra pastdendet visas pd analogt sitt.

f(xe) - fx

a < i

sd &r a

X X X, X
2 1 aT(aE

-X
):a - a = 1

1 - 1) . Om x2-x1>0 och
x-x1
<1, alltsid f(xg) - f(x1) <0 .

Av definitionen av absolutbelopp ser vi att f(t) = 2t + 3(t-4) = 5t - 12
8& t ~u4>0, ochatt £(t)=2t-3(t~b)=-~t+12 d& t -k <0
I det givna intervallets &ndpunkter har vi f£(0) = 12 resp. £(10} = 38.

Vidare &r f(4) = 8, Funktionens graf bestir alltsd av tvéd rita linje-

stycken (rita figur). Funktionen &r avtagande fér 0 < t < k , véxande

f6r

L <t <10 . Detta innebir att bilen rér sig &t sdder under tids-

intervallet 0 <t < 4 och & norr under intervallet 4 <+t < 10 .

Uppfdérsbacke under intervallen 15 <t < 30 och 45 <t <60 .

Antalet invénare avtar for 0 < t < ‘GO n, 17 8r , véxer for to <t <50 .

Funktionerna b, e, g och 1 4&r jJdmma, &, coch h &r udda, d och f

r varken jémna eller udda.

1

2
ej D

fo

f, och f, &r kontinuerliga pd hela R, f, och f5 ‘ej., (Funktionen

3 2

f. &r inte ens definierad p& hela R, ty punkterna 1 och =1 tillhdr

f, #&r dock kontinuerlig i sin definitionsméngd, vi &terkommer

hértill nedan. )

RSrelsen a) &r fysikaliskt rimlig, b) dédremot ej, ty f, &r kontinuer-

lig,

T

2

d8remot ej.



19.

20.

21.
22,
23.
2k,

25,

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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a) & = 1/100 ; b) §=¢

a) Det stdrsta & som duger &r & = /1,1 ~ 1 . Eftersom ett mindre
8§ alltid duger (sdvitt det &r > 0), s& kan man ocksi vidlja t.ex.

§ = 1/20 .

b) Stdrste mdjliga & &r & = /1+e - 1 . Exempelvis & = g/2

duger ocksa .

g(y) = (y-5)/3, D, = [8,1]

gly) = /=1 , D, = [2,10] .

g(Y) = ﬁ? v g(y) enger sidan av den kvadrat vars area Ar y .

g(.')r) = 2 = VO+y H Dg = E"gsoj .

gly) =2 (y=32) , D ={y 3 v > U590} . (Siffran 459 &r avrundad,)

9 g

g(y) anger antalet Celsiusgrader som svarar mot y Fahrenheitsgrader.

f(x) #&r kontinuerlig, eftersom dess graf bestdr av tre réta linje-

stycken som hinger samman i &ndpunkterna. Inversa funktionen g &r

<o

bestamd sa:
25y fér 0 <y < 800

g(y) = 420000 + 10(y-800) fér 800 <y < 1300
25000 '+ S{y-1300) fér 1300 < y < 2300 ,
och Dg = [b,QSOQ] . g(y) betyder den inkomst fOr wvilken den stat-

liga inkomstskatten dr 7y .

flglx)) =2x , glf(x))=2x+ 1.

f(g(x)) = g(f{x)) = x . Detta innebédr att f och g éf varandras
inverser.

n(x) = 1/{2x+k) , V1; = [1/4,1/8] .

h(x) = 5,4x - 12,5 . h(x) &r det antal danska kronor man far fér x
dollar, om man forst vaxlar dollarn till svenska kronor och darefter
vixlar det man d8 fAr till danska kronor. Funktionen f(g(y)) har

inte ndgon motsvarande tolkning.

h(t) = mg2t2/2 . Funktionen h(t) anger kroppens kinetiska energi
efter t sekunders fritt Tall.



32.

35.

36.

37.

38.

39.

Lo.

L1,

Lo,

43.

bl

45,
L6 .

7.
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~

gly) =y/(1=y) , D = [1/2,3/4].
n(x) =x, o =0,=[,3] 5 k) =y, b =0 =[1/2,3/4] .

a) -1/3 ay -v/1
h} e e) w
¢) O £y} -1/3
a) 0 a) 1/2
b) e) O
c) 0
)y o1 d) o
b) e} 0
c)
a} N = 10 |
D) 3_1//5 (observera att 1/Ve inte behdver vara ett heltal)
N = 100
a) N = 200
b) N =500 (hédr 4r det praktiskt att anvdnda olikheten
(2n+3)/(n®45n) < (20+3n)/n° = 5/n .)
N = 30h

Den uppskattning som anges i Ledningen och grov uppskattning uppit

ger N = 1300 .

b, e och f &r begrinsade;
n’ n n

b , ¢ och 4 4&r viaxande, e_ avtagande .
n n n el

a) b_och e konvergerar mot 0 , ¢ mot 1, a och 4 &r
n n n n n

divergenta.,
b) b konvergerar mot 1, e och f mot O, a , ¢ och d
n n n n® “a n

Ar divergenta.

a) 1/4 b) 1/6
1

a) 1/V/2 a)

v)  1/(2/2)
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KAPITEL 2. DIFFERENTIAL- OCH INTEGRALKALKYLENS HUVUDIDEER

Om fysikens integralbegrepp och den matematiska integraldefinitionen

For att motivera definitionen av integralen fér en funktion ska vi bdrja

med att betrakta ett fysikaliskt exempel. Vi ska intressera oss fOr massan
hos en tunn metalltrdd vars s.k. linedra densitet A, dvs massan per léngd-
enhet, varierar léngs triden. (Den linedra densiteten A fdrhdller sig till
den vanliga (rymd-)densiteten p p& s8 sitt att A = Ap om A &r trddens
tvirsnittsarea.) Vi antar att vi kénner densiteten A 1 varje punkt av

ett tradstycke, och vi &nskar berikna tridstyckets totala massa. Fdr att
formulera problemetlmatematiskt tinker vi oss att de olika punkterna pa traden
anges genom angivande av avstdndet x (1lings trdden) till ndgon fix punkt
pé trédden, t.ex. trddens ena Andpunkt. Densitetens variation lings tréden kan
dérigenom beskrivas som en funktion av x , sidg A = f{x) , 0<x<b,

ddr b 4&r trédens lingd. VArt problem &r nu att med kinnedom om f(x) be-

rikna triddens massa M .

Det &r klart att vi kan besvara fridgan om funktionen f{(x) &r konstant;
om nimligen f(x) = c¢ foér alla x, 0 <x<b, sd ér massan M= bc pé

grund av definitionen av densiteten.

Antag hirndst att densiteten &r konstant i vardera hédlften av tréden,
dvs f(x) = ¢ fér 0 < x <b/2 och f(x) = <, £8r b/2 < x<b . D& &r

givetvis massan f8r den ena hélften c1b/2 och D3r den andra czb/2 , alltsé

hela massan

ch Céb
M= g = (egreple/z

Det &r klart att vi pd i princip analogt s#tt kan berikna tridens massa, om den-
siteten har tre eller tio eller etthundra olika konstanta virden lings lika

ménga delar av trdden vars lingder vi kinner.

Ovning 1. Antag att tréden 4r 6 meter ling och att densiteten A #r lika
med 2.6 g/m f&r 0<x<2, likamed 3.1 g/m fr 2 <x <L och lika

med 2.9 g/m fér U4 < x < 6 . Berékna triddens massa.

Ovning 2. Analog uppgift d& triden &r 10 meter léng och densiteten A = f(x)

har fem olika konstanta vdrden p& f&ljande sdtt (enhet g/m)

£(x) = b fér 0 < x <1
= 5.0 T<x<l
= L.2 b<x<5
= 4.3 5 <x <6
= 5.1 6 < x 2:10 . Ber#kna trédens totala massa.
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Det &r 1&tt att sammanfatta det vi hittills funnit i en formel. Antag ati
densiteten har det konstanta védrdet ¢, i ett stycke av léngden b1 , Vir-
det ¢ i ett annat stycke av léngden b2 osv, totalt n trddstycken.

2
D& &r trddens totala massa

. n
(1) M= c1b1 + ...+ cnbn = 'E cibi .
i=1
Observera att Z?=1 bi méste vara liks med trddens totals lingd b . Om

alla sméstyckena har samma lingd, sig b1 =,,.= bn = h (dd mésté alltsd h=b/n),

g4 far vi

n
M=c¢h+ ... + cnh =h Z ¢, .

Antag nu att tridens densitet A varierar "kontinuerligt", dvs densiteten &r
inte l#ngre konstant léngs delar av trdden. Exempelvis skulle A = £(x) kunna

vara
A=f(x)=1+0.02x, 0<x<10.,

Hur skall vi @8 berdkna trddens massa? Den hittills anvinda metoden duger

uppenbarligen inte.

Problemet kan trots allt sdgas vara ett slags summaiionsproblem. Ty kinnedom
om densiteten i varje punkt innebdr att man kinner massan hos sméd delar av
trdden, och det giller sdledes att addera alla dessa massor, Svarigheten #r att
det &r o#ndligt médnga (odndligt) smé massor som méste adderas. Denna situation
visar sig vara karakteristisk f&r problem som leder till en integral. I vért
exempel ges ocksd l&sningen av en integral; det visar sig nimligen att trddens

massa &r given genom integralen
(2) M= [ f(x)dx .

Hir méter vi sdledes en ny rékneoperation, och innan vi fragar oss hur man
"réknar ut" uttrycket (2) mlste vi friga oss vad detta egentligen betyder.

Med andra ord, innebdrden av uttrycket 1 hdgra ledet av (2) méste fastliggas
genom en definition. Definitionen, sdsom den &#r formulerad i CJ och skall for-
muleras hidr, &r anpassad till integralkalkylens tilli&mpningar pd sé sédtt att
riktigheten av formeln (2) blir en sjdlvklarhet s& snart man satt sig in i
definitionen. (Frdgan om hur en integral av formen (2) skall berdknas for en
given funktion f(x) som &r angiven genom en "formel" blir diremot lingt
ifradn en sjilvklarhet; denna friga tas upp i kap. 2.9.) Hir skall vi nu redo-

gbra I0r denna definition.
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Vi tdnker oss att vi delar in vAr metalltrdd i ettusen lika langa stycken,
vartdera av lingd h = b/1000. Beteckna mittpunkten i det i:te tradstycket
(r8knat frén anden x = 0) med . . Eftersom vi k#nner densiteten A = £(x)
i varje punkt pd trdden, séd kinner vi densiteterna f(Ei) fér alla 1 . Det
dr nu rimligt att anta att densiteten varieras obetydligt i1 varje litet trad-
stycke. Massan hos hela traden bdr dérfdr vara ungefir densamma som om densi—
teten varit konstant lika med f(Ei) i det i:te trédstycket for varje 1 .
Men f£Or denna situation har vi redan funnit en formel fér trddens messa, ndm-
iigen '

1000
h & f(&.) .

j=1 +
Givetvis kan vi ténka oss att vi utfér en analog berdkning genom indelning av
trdden 1 ett godﬁycﬁ}igprantal delar i stdllet f8r just 1000, 14t oss sidga

n stycken delar, Vi f3r 48 som approximativt virde pd M

n
(3) M2~h I f(Ei) =
i=1 1

nli{ay
[ s

£(E;).
1
Det 4r nu fysikaliskt naturligt att anta att avvikelsen mellan det sanna
vardet p& M och ndrmevidrdet i (3) nirmar sig noll @4 n vixer mot oo,
dvs att likheten

p B
(4) M=1lim~ T £(£,)

n . i

e 1=1

géller exakt. Om vi betecknar hégra ledet av (%) med

b
(5) é f(x)‘dx

s& kan formeln (4) tydligen skrivas

b
(4t) M= [ f(x)ax .
0

Annorlunda uttryckt: hérmed har vi definierat uttrycket (5) som grinsvirdet

i hégra ledet av (4).

Utrdkning av summor av typen (3) fSr en given funktion f fér stora virden
pd n 4&r givetvis en mddosam operation om man inte har en dator till hjédlp.
A andra sidan Ar det 1 detta sammanhang inte frdgan om utrdkning av inte-
graler foér giwna funktioner f , wutan det rdr sig om en ténkt berfkning,
som A4r avsedd endast att ge oss fOrstidelse for det matematisks integral-

begreppets fysikaliska innebdrd.

Ovanstéende definition &r blott en obetydlig fdérenkling av definitionen pé
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sidorna 124-125 i ¢J. Fdr att se sambandet, 18t oss i stillet indela véar
trdd i n stycken inte nddvindigtvis lika lénga stycken, kalla koordina-
terna £9r delningspunkterna for XyseoesX, s dndpunkterna for xo och

x , s&tt som i CJ Ax. = x. - X, f&r 1= 1,...,n, och 13t §&. vara

n 1 1 i-1 1

vilken som helst punkt i det i:te intervallet (trddstycket). Eftersom ling~
den av det i:te tridstycket &r Axi , S8 Ar massan fOr detta ungefir lika
med f(Ei)Axi , om tridstycket &r s& kort att f(x) &r nistan konstant

pd detta, och massan fr hela tridstycket blir séledes ungefér lika med

a

(6) R f(Ei)AXi s
i=1

vilket dr det uttryck som i CJ &r motsvarigheten till summan (3) . Ofta

viljer man Ei =x, , varvid (6) fir formen

(6')

LI o =

. f(xi)Axi .
i=1 :
Beteckningen Axi for lingden av delintervallen Ar praktisk, ty Svergéngen

frén summan (6') till integralen (2) blir dérigenom mycket naturlig.

Har skall vi blott ge ndgra ytterligare synpunkter pd integralers roll i

fysiken., T sgjidlva verket pistir vi:

Varje géng man behdver addera odndligt minga (ofndligt) smé

gtorheter, si &r det frdga om en integration.
Vi skall ge négra exempel pd detta,

Resonemangen i detta avsnitt behandlas i NE del 2, kap. 8.5. Observera dock
att NE definierar uttrycket afbf(x)dx som F(b) - F(a) , ddr P &r en pri-
mitiv funktion till F , dvs derivatan av F &r lika med f . Formeln. (NE

del 2, sid. 148; CJ sid. 125)

b n
(1) [ fx}ax = 1im £ £(x, )dx.
a neo i=1 ol

blir d& ett pistdende som kan bevisas. I CJ, liksom i all matematisk litte-
ratur pd universitetsstadiet, &r situationen den omvinda: (7) &r definition,

och formeln afb f(x)dx = F(b) - Fla) blir A&irfdr en sats som miste bevisas.

Exempel 1. VAg och hastighet. Ett fordon férdas under tiden T med den

konstanta hastigheten v . D& &4r den tillryggalagda vigen g = vI. Qm
hastigheten v varieras med tiden enligt fumktionen v = f(t) , 0 <t < T,

s& blir vigen
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T
(8) s = [ f(%)at
0

Ty om fordonet har den {approximativt) konstanta hastigheten v = f(ti)
under det lilla tidsinterwvallet ti <% f-ti + Ati , & dr motsvarande
vagstricka f(ti)Ati . Om vi adderar n stycken siddana vagstrackor, sé

fadr vi

(9)

| LI i I

f(ti)Ati .

i=1

I det generella fallet ersitts summan (9) av integralen (8)

Exempel 2. Kraft och moment. De tre krafterna i figuren, F1, F2 resp. F3

har hivstangerna x., x. resp. X

1 P 3
meter relativt punkten P . D& ar
som bekant krafternas sammanlagda

A l moment relativt P lika med
%.

M= x1F1 + x2F2 + X3F3.

1 3 Om vi i stdllet tdnker oss att vi

) . o har en kontinuerligt utbredd last
0 X, Xy Xy i intervallet 0 < x <b med "t&t-
heten" F(x) (kraft per léngdenhet)

i punkten x, s& har vi dter en situa-

tion dir det giller att addera oidnd-
ligt sm& bidrag till det totala momen-
tet., Kraften pd det lilla stycket

mellan x och x + Ax &r F(x)Ax.

Momentet f&r denna kraft dr x+F(x)Ax.

R

0 b Om vi "adderar" odndligt minga sddana
bidrag till momentet fir vi sdsom 1

exemplen ovan det totala momentet till

b
M= [ xF(x)dx .
0
(Observera att den totala kraften diremot &r Ofb Flx)dx .)

Exempel 3. Tryck och kraft. P4 ett djup av y meter under en vitskeyta

réader trycket pgy , om vatskans densitet &r p och g 4&r tyngdaccelera-
tionen. Detta innebdr att pd ett plant ytstycke med arean S , vars alla
delar befinner sig pd samma djup y verkar den totala kraften pgyS. Antag

nu att vi vill berdkna den kraft som verkar pé ett vertikalt rektangulirt
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ytstycke sdsom i figuren, Svirigheten &r att trycket &r olika pd olikae delar
av ytan. Fér att bemistra denna svdrighet betraktar vi sddana delar av ytan
pd vilka trycket ir aspproximativt konstant, némligen horisontella smala strim-—

lor sisom i figuren. Antag att ytstycket har den horisontella bredden d,

O T ST T 777777777777

—

v
p &Y

.

e o i T

o~
<
o
S

4

och att dess Svre resp. undre kant ligger pé djupet ¥y = a resp. y = b. En

smal strimla pid djupet y som har bredden Ay har d4 arean dAy , varfoér

kraften péd denna blir approximativt

peyddy
Genom "summation" av krafterna pa alla strimlorna fir vi den totala kraften
t111

b
F = f pgyd dy
a

Exempel 4, Masga och densitet igen. L&t oss berikna massan av en vertikal

luftpelare med basen vid havsytan, héjden H och genomsk&rningsarea A .
Luftens densitet p kan antas variera med hdjden h &ver havsytan enligt

formeln
p=8ac 3

ddr a och B 4&r vissa konstanter. Svarigheten idr fSrstds att densiteten
inte ar konstant i hela luftpelaren utan varierar med héjden. I en tunn
horisontell "skiva' — det &r givetvis fréga om en ténkt skiva — pd hdjden h
och med tjockleken Ah 4r emellertid densiteten nistan konstant och massan
&r dirfér lika med densiteten gdnger skivans volym (som &r A-Ah), alltsd
skivans massa ir

a e_Bh « AAh

Summan av massorna av alla sddana skivor, dvs hela luftpelarens massa, &r
darfér

a e-Bh Adéh .
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Ovningsuppegifter

Kap. 2.1 {Integraldefinitionen)

Ovningarna nedan ar avsedda att Sva I8rstdelse f8r betydelsen av uttrycken

n n
151 f(xi)Axi och 121 f(Ei)Axi (¢J sid. 125)

Cwing 3. L&t f{x) = 1 + x 1 intervallet [0,2]. Berdkna

n n
g = E f(xi)Axi och s = 151 f(xi_1}Axi

for n=h och n=8 d& x,=0,x =2 och X,,...,x , delar interval-

n
let ED,QJ i n lika delar, dvs x. = i2/n, 1= 0,1,...,n . Forsdk

i
finna uttryck for Sn och 5. fér godtyckligt n . Vad kan man séga om

skillnaden sn -5, d& n -+, (Jfr CJ sid. 129-130.)

[}

Ovning k. Lt £(x) = x° péd [Q,é]. Lit X i=0,1,...,n, samt Sn och
s, vara definierade som i fdregiende uppgift. Berikna S, S50 S), och s .

(Jfr CJ sid. 130.)

Ovning 5. sitt f£(x) = 2°° pa [o,1] , 214t x, =i/a, i=0,1,...,n och

definiers s, som i uppgift 1. Berékna 8, + Sqg och 5100 ° (Observera att

den geometriska serien kan summeras. Anvénd réknedosa fér att berdkna virdet

av n(1 - 2il/n) f8r olika n .)

Owning 6. En3metalltréd ir tillverkad av ett material med {rymd~)densiteten
= 7.6 * 10

leken varierar. For ett 8 meter lingt trddstycke uppmitte man tjockleken péd

kg/m3 . Trédens tvirsnittsyta 4r Sverallt cirkulér, men tjock-

fyra stédllen sisom i figuren. Berikna ett approximativt uttryck fér trddens

massa. (Obs' ollka svar mogllga )

P S N — NN W~
Tm Zwm 2w 2 (K"
a; 12 mm c: 16 mm
b: 15 mm d: 13 mm

vning T. a) Genom ett avloppsrér strémmar vatten med en hastighet som varie-
rar i tiden. Man vill uppskatta den totala vattenvolym som strdmmar genom ro-
ret under ett dygn. L&t oss kalla denna kvantitet for U . Man matte vatt-

nets strémningshastighet var sjatte timme och fick féljande vérden:
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Tid (timmar) 0 6 12 18
Stromningshastighet liter/minut) 20 31 26 22

Ange med hjslp hérav en uppskattning av U .

b) Semma situation som i a), fSrutom att strémningshastigheten mites var

tredje timme, varvid féljande virde erhills:

Tid (timmar) 0 3 6 9 12 15 18 21
Stréomningshastighet (liter/minut) 20 2% 30 28 27 26 23 22

Ber#@kxna med hjalp av dessa data en uppskattning av U .

Gvning 7'.Hastigheten hos en bil mittes under tidsintervallet 0 < t < 60
sekunder med en noggrann hastighetsmitare, och midtresultaten registrerades i
ett diagram med en skrivare (fig. 1) . Beridkna den vigstricka som bilen fér-

dats under tidsintervallet genom att rdkna rutor i diagrammet.

Kap. 2.3. Reglerna (b), (6), (7) och (8) i CJ kap. 2.3 a och b &r givetvis
mycket viktiga (jfr NE del 2, kap. 2.3). Vi ger dock &vningar endast pd
2.3 4d .

Exempel 5. Berskna medelvirdet av f(x) = x + 2 &ver intervallet '[1,5:[ och
ange ett tal & fOr vilket funktionen antar detta virde,

Ldsning. Medelvérdet y definieras som (CJ sid. 141)

_“=§11“T f wax .

Integralen kan i detta fall 1l#tt bersknas {CJ sid. 129-130 och 136)
5 5 5 5 2
[ (x+2)ax = [ zdx + [ 2dax = (55-1%)
1 1 1

/2 + (5-1)2 = 20 ,

alltsd &r Y = 20/4 = 5 , Vi sdker sdledes ett £ £Or vilket £(£) =5
dvs & + 2 = 5., Vi kan sdledes ta £ = 3 .

Likheten wu = f{3) , dvs

5
J £(x)dx = (5-1)£(3)
1

kan i exemplet tolkas geometriskt som att de tvA areorna nedan &r lika.
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\/:'. X+ 2
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M l D
"y \\\'\\\‘; N \\ >
1 3 s X
I nedanstéende dvningar forutsitts bekant att
b n 1 n+1 n+1
Jriax=—== (v -a") fr n=0,1,2.

a

(Formeln géller i sjélva verket f8r godtyckligt reellt n # -1 .)

Ovning 8. I vart och ett av nedanstfende exempel berikna medelvirdet av
f(x) &ver [a,b] och ange ett tal & fdr wvilket funktionen antar detta

varde,
a) f(x) =4x-1, a=1, b=3
b) flx) =x°+1, a=0,  b=1

¢) £{x) = (x+1)2 , a= -k, Db =1

x  for 0<x<2,

d) f(x)}
2x -2 for 2<x<h4, a=0,b=14. (A f£(x) kontinuerlig?)

Kap. 2.4. En obestémd integral ir en funktion som man fir genom att 1dta

Svre gransen i en bestidmd integral variera. Det Ar 44 naturligt att beteckna

den ovre grénsen med x .

Exempel 6. L&t f(x) = 2x + 1 ., Berdkna de obestdmda integralerna

x %
¢1(x) = é f(u)du och ¢2(x) = f flu)du .
1

P ‘
Losning. Vi far ¢1(x) = f (2u+1)du = 2[1.12/2]}5 + [ﬁ]g = x2 + x . P& analogt
0
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sdtt far vi ¢2(x) N .

X bd
Observera att man brukar féredra skrivsittet [ f{u)du framfér [ £(x)dx,

a a
eftersom x forekommer i tvd olika betydelser i den senare formeln .

Ovning 9. Ldt f(x) = 2 - 3x . Berikna de obestdmda integralerna
x p's
o,(x) = [ rlw)au , ¢,(x) = [ f(u)au ,
-2 0

och ¢3(x) = ? f{u)du .
3

ﬁvning 10. Verifiera att skillnaden mellan tvd av de olika obestémda inte-
gralerna i féregfende Sdvning alltid &4r en konstant funktion, dvs var och en
av funktionerna ¢1(x) - ¢2(x), ¢1(x) - ¢3(x) och ¢2(x) - ¢3(x) sr kon-

stant.

Ovning 11. L&t f£(x) = x2 -x -4,

a) Berdkna de obestimda integralerna

X X
6, {x) = J flu)du och (%) = { f(u)du
0 -2

(verifiera att ¢2(x) - ¢1(x) ir konstant, Jjfr fdregdende Svning)
b) Bestém ett tal a s& att den obestimda integralen

#(x) = [ f£{u)du

e Y &

uppfyller ¢(i). 0.

Ovning 12. S&tt f(x) = 1 fér x <0, flx) =x+1 fr x>0.

a) Berdkna
1

f f(u)du
-1

Ledning. Utnyttja att
1 0 1
f flu)du = f flujdu + f f{u)du
-1 -1 0

b) Ber#kna ett uttryck f&r den obestimda integralen
x
¢, (x) = [ flu)au , =x€R .
-1

Ledning. ¢(x) mAste anges med olika formler f8r olika x~vérden.



c) Beridkna pad analogt sitt som i (b) ett uttryck fOr den obestémda inte-

gralen

P9
= [ f£(uyau , =x€R .
0

Verifiera att ¢2(x) ¢.(x) &r konstant pd hela R ,

1

Kap. 2.5. Den s.k. naturliga logaritmfunktionen betecknas i CJ med "log"
sdsom Ar brukligt i matematisk litteratur. Hir skall vi ansluta oss till

detta beteckningssétt.

Det finns flera olika sétt att definiera log-funktionen. De olika siitten &r
ekvivalenta i den meningen att de leder till gsamms funktion. Skillnaden &r
att en egenskap som &r definition i den ena framstédllningen blir en sats som
méste bevisas i den andra framstéllningen och tvértom. Det &r dock nddvin-—
digt att hélla reda pa vad som &r definition och vad som &r sats i den text
man studerar, ty annars kan man inte vinna forstielse for hur logaritmfunk-
tionens olika egenskaper hénger samman logiskt. I CJ definieras log-funktionen
genom formeln (sid. 145) |

X
(10) log x = { % du , x>0.
Avsnitt 2.5 behandlar hérledning av de k&nda rdknelagarna f8r log-funktionen.
Observera att sjédlva podngen hidr &r att rdknelagarna visas vara logiska kon-

sekvenger av definitionen (10) . Vid bevisen miste man givetvis anvénda rikne-

lagar f6r bestémda integraler, som ju tidigare bevisats. Vi ger nu ndgra &v-

ningar som har samband med hirledningarna i kap. 2.5 .

Ovning 13. Beridkna ett approximativt virde pd log 2 genom att rita kurvan
v = 1/x pd millimeterpapper och rd#kna rutor under kurvan. Kontrollera resul-

tatet med réknedosa eller tabell.

Ovning 14, Visa t.ex. genom limpliga skalfSréndringar pd koordinataxlarna,

att de areor som representeras av integralerna

3 6
du du
{ - och é ~a

4r lika.. (Rita upp kurvorna pd rutat papper!)
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b) Visa pd samma sdtt att

?@=?@.
1 4 o

fér godtyckliga a > 1

¢) Det &r klart att man pd samma s&tt som i b) kan inse att

faa_®faw
pw oy ou

f6r godtyckliga a,b > 1 . Visa med hjdlp hirav att log (ab) = log a + log b
fér godtyckliga a,b > 1 (se CJ sid. 147)

Ovning 15. a) Visa pd analogt sdtt som i Ovning 1h a) att log(1/2) = - log 2,
dvs att

[ fa

12 1 ¢
b) Visa pd samma sdtt att log(i1/a) = - log a fdr godtyckligt a > 1

¢) Visa att man kan hirleda formeln

log (%3 = log (%) + log 0%)
ur formeln |
log 6 = log 2 + log 3
och resultatet i Uwning 15 b.
d) Visa pd analogh sétt att formeln
log (ab) = log a + log b

£r godtyckliga a,b > 0 fdljer av resultaten i Ovning 14 ¢ och 15 b.
(Jfr CJ sid. 148.)

Sektion 2.6. Beviset fr att log e = 1 pd sidan 149 i CJ bygger pd att
n .
man vet att (1 + &J ir mycket ndra e om n &r stort (enligt defini-
. . n v
tionen av e ) , och att man visar att log(1 + %0 ir mycket ndra 1 om
n 4&r stort.
] 100

Ovning 16. Berdkna (1 + 766) med kalkylator. Jamfér med virdet av e

enligt kalkylatorn. Verifiera (sé&som i CJ sid. 149) att



, 100 LT au
log (1 + 755 = 100 { =

Visa att hdgra ledet miste ligga mellan 100/101 och 1

Ovning 17. a) L&t f vara en funktion och g dess invers. Antag att man vet
att £(2) =a, f{3) =b och f(6) =a+1b . Verifiera att det féljer hérav

att
‘ gla+b) = gla)-g(®)
b) Vi vet enligt CJ sid. 147 att
log(xy) = log x + log y

f3r godtyckliga x, y > 0 . Vidare &r funktiocnen e* = g(x) definierad som

inversa funktionen till f(x) = log x. Visa att det fdljer av dessa fakta att
&Y = XY

fér godtyckliga x,y€R .
Ledning. Beteckna log x med a och log y med b och resonera precis som

ia).

Ovning 18. Visa genom att utnyttja definitionerna av e ocn log x 1 CJ att
32 - e2 log 3

(Sfr CJ sid. 152.)

Ovning 19. a) Visa genom att approximera arean under kurvan y = 1/x med

lémpligt valde rektanglar att

+ %-< 1+ log 5 .

=l

1.1
log 5 < 1 + > + 3 +

b) Visa pd analogt sitt att

1,1 1
< 1 4+ =4+ =+ .t =< +
log n < 1 st3 . = 1+ logn

f6r varje heltal n > 2 . Ange med hjélp hérav ett approximetivt virde pé
summan -

100090
z

1
k=1 ¥

Kap. 2.8. I avsnittet 2.8, som handlar om derivator, &r intresset fokuserat

pad definitionen av begreppet derivata, och detta begrepps matematiska och

fysikaliska betydelse. Frdgan om hur man berdknar formeluttryck fér deri-
vatan av en funktion som &dr definierad genom en formel, behandlas inte flrr-
dn i kapitel 3. Vi ger hér ndgra Svningar pd derivatbegreppets geometriska

och fysikaliska betydelse.
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Ovning 20, a) Under en bilférd antecknade man vigmitarstédllningen var 10:e
sekund, Man erhdll fdljande varden (t = tid i sekunder, s = vigmitarstidll-

ning i km)
t 0 10 20 30
8 345,10  3Ls,3k 345,59 345.83
t ko 50 60
s 346,06 - 3h46.29 346.53

Vad var bilens medelhastighet under tidsintervallet? Fdrs8k &ven uppskatta
bilens hastighet vid tiden t = 20 och vid t = 40. Rita en kurva Sver s
som funktion av t . Kan man dra ndgra slutsatser av kurvan angiende hastig-

hetens variation med tiden?

b) Samma uppgift som i (a) férutom att de avlidsta vérdena &r som nedan

t 0 10 20 30

s 712.25 T712.39 712.55 T12.73"
t Lo 50 60

s 712.92  T13.13 713.33

¢) Samma uppgift som i (a) férutom att de olika avlista vdrdena &r

t 0 10 20 30

S 156,12 156,45 156,72 156.92

t Lo 50 60

s 157.04  157.09 157.10
Ovning 21, Betrakta funktionen f(x) = 1/x . V&1] Xy = 2 och berikna
differenskvoterns

f(xo+h) - f(xo) i

h
for ndgra virden pd h, exempelvis fér h = 1, 0.1, 0.01, 0.001, och 0.0001 ,

Upprita kurvan ¥y 1/x och uppskatta lutningskoefficienten fér tangenten i
punkten x = 2, v = 1/2 . Verifiera att de beriknade virdena pid differens-
kvoten 8tminstone f8r smd h Sverensstimmer vidl med lutningskoefficienten £8r

tangenten.

Ovning 22. Analog uppgift som i Ovning 21, men fOr funktionen f(x) = cos x
och x_ = /6 .
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Ovning 23. En basséng fylls med vatten genom en vattenledning. Vattenvolymen
i basséngen mits vid téta tidpunkter under tiden 0 < t <120 minuter, och
ett diagram &ver vattenvolymen som funktion av tiden uppritas (se fig.). Upp-
skatta med hjilp av kurvan hur stor vattenfdringen i ledningen (volym per
tidsenhet) &r vid tiden t = 30 och t = 90 minuter. Uppskatta &ven medel-
vattenfbringen fér tidsintervallen 0 < 1t 5_60 » och fér 60 £ t <120 samt

for hela tidsintervallet 0 < t <120.
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Owning 24. En elektrisk anléggning fOrbrukade en elektrisk effekt som varie-
rade 1 tiden. Man dnskade méta effekten vid olika tidpunkter, men det enda
tillgdngligae instrumentet var en mitare fér energiférbrukning. Under en periocd
av fem minuter avliste man mitaren sex ganger och erhdll dérvid féljande

virden (kWh = kilowattimmar):

tid t (minuter) 0 1 2 3 b 5

energifér- 167. 1 175.8  183.9 191.7 198.9  205.5
brukning kWh

Rita en kurva Sver energifdérbrukningen som funktion av tiden. Berdkna medel-
effektf8rbrukningen under den férsta av de fem minuterna, samt medeleffekt{dr-
brukningen under hela tidsperioden. Uppskatta med hjélp av kurvan effektfér-
brukningen vid tidpunkten t = 1 ,

Ovning 25. En kropp faller fritt under inverkan av luftmotstdndet. Antag att
kroppens hastighet v vid tiden t A&r ‘



Gér en uppskattning av accelerationen (retardationen)} vid tidpunkterna t = 0
och t =1, (Ledning: Berikna med hjdlp av raknedosa differenskvoten
(£(t+h) - £(t))/h f£8r virden p& h som du sjidlv bestimmer,)
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Svar kap. 2
1. 17.2 g
2. k8,0 g

3. 8, =9/2, s =7/2; 38=1T/1¥9 58=15/L’3

0 L+ (2/n) , s = L - (2/n) ; Sn -8 = b/in+0 a4 n~+ o .

w
]

b, 8, =5, s,=13 Sh=15/h’ sh=7/h; 58=51/16, 58=35/16

2 2
5 5 s — varav
R op(4-g”1/0)
s, = 0.7857 , s, = 0.TW66 , sy, = 0.7239 ,
(Lim s =,/ 27%ax = 1/(2 1n 2) = 0.7213
6. 9.4 kg

7. a) 35640 liter
b) 36000 liter

T'. 1070 m

8. a)2
b) 1//3
e) = 1 =-V7/3
a) 9/

1}
no
M

1

9. ¢1(X)
¢2(X) =

|
n
b

i

11. a)¢’1(x)=_3'—_—§"'_hx: ¢2(X)=%""2—" x-——3

b) a=1

12. a) 5/2 5

b)¢1(x) x + 1 for xio,¢1(x)=-—2--+x+1 f8r x> 0,

x for x<0, ¢2(x)=}2{—+x for x> 0 .

c) ¢,(x)
20. a) ~7B6 km/tim ;- 86 km/tim ; 83 km/tim

b) 65 km/tim 3 . 61 km/tim 72 km/tim

¢) 59 km/tim ; . 85 km/tim ; 34 km/tim

21, Differenskvoterna fr h = 1, 0.1, 0.001, 0.001, 0.0001
ar -~0.167, -0.238, -0.24k9, -0.250, ~0.250 resp.



22, T.ex. h = 0.01 ger -0.50k

23. Vattenfdringen: 0.40 resp. 0.21 m3/min ;
Medelvattenféringen: 0.40, 0.22 resp. 0.31 m3/min

oh, 522 kW', L60.B KW , ca 500 kW'

25. 20 vresp. 17
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KAPTITEL 3
Kap. 3.1
Ovning 1. Ber#kna derivatan av £oljande funktioner
a) 2x3 - Tx e) x/{1 + x)2
b) x1o - SxT ‘ ) x/(x2 + 1)
2 )
¢) 1/x 2) (x2 - VBbx + 3)(x2 + VBx + 3)
a) (x=1)/(x-2) o+ 9
ﬁvning 2. Berdkna derivatan av f&ljande funktioner
a) 2 sin x cos X d) (sin x)/x
b) %% cos x e} (x sin x)/(t + cos x)
e) 1/(1 + tan2 x)
ﬁvning 3. Berdkna viardet av tionde derivatan f6r x = 0 av funktionen
a) x9 c) x11
b) xTO

Ovning 4,  S&tt f(x) = x cos x och g(x) = x° cos x .

Beridkna
d3f dhg
a) — b)
'dx3 dxl[L
x=0 x=0

Kap. 3.2 a, b

Regeln f8r sambandet mellan derivatorns £3r en funktion f och dess inversa
funktion ¢ formuleras pd sidan 207 i CJ (NE del 2, kap. 9.9). Regeln kan

formuleras sa

3

(1) #0g) = Ty

om ¥, och -y, ir motsvarande punkter, dvs Yo = f(xo)

Exempel 1, Sitt  flx) = x2 + 2x , Df = [b,é] , och 14t ¢ vara inversa
funktionen till £ .

a) Berékna ¢'(3) med hjélp av formeln (1)

b) Berdkna ett uttryck fér funktionen ¢(y) » och kontrollera resultatet

i (a) genom derivation.
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w s ‘ 2 o .
Ldsning. a) Hir ar Vo = 3 - Av f(xo) = x5+ 2% =y, férvi x =1
(xo = -3 forkastas, eftersom - 3¢Df) . Derivation ger f'(x) = 2x + 2,

alltsd f£'{(1) = 4 , sdledes enligt formeln (1)

' =t .1
¢’(3)"'f,(.t)"h.

b} Av y = x2 +2x fdr vi x=- 1% V1 +y . Eftersom Df = [b,é] vidljer
vi +tecknet, alltsd ¢(y) =v1 +y -1, D¢ =V, = [p,S] . Derivation ger

1
1 2
$'(y) = 5{1 + ¥)
alltsé $'(3) = 1/k
Owing 5. satt f(x) = x° s Dp = {x; x > 0} . Berikna inversa funktionen
¢(y) . Lat Xy = 2, Vo = f(xo) = b , Berikna f'(xo) och ¢'(y0) och ve~-

rifiera att formeln (1) st8mmer i detta fall.

Ovning 6. Sitt fix) = x> + by D, = [b,é] , och 14t ¢ vara den inversa-
funktionen till f . Ange definitionsmingden D¢. Bergkna ¢'(5) .

Cvning 7. | satt f(x) = 2x tan x , D, = {x; 0 < x<m/2}, och 18t ¢ wvara
den inversa funktionen till f . Ange definitionsmingden D¢, och beriakns

o' (m/2)

Gwning 8. S&tt f(x) = x! s . x>0, 14t g(y) vara in-
versa funktionen till f , dvs gly) = y177 » ¥ >0 . Berdkna derivatan
g'(2) genom att resonera som i CJ Kap. 3.2 b . Med andra ord, formeln

fr{x) = Tx6 fir foérutsidttas bekant liksom formeln (1) £ér derivatan till

en invers funktion, déremot inte formeln f8r derivatan av P , O # heltal.

Kap, 3.2 c, 4

Svérigheten vid definition av arcussinusfunktionen (arccos, arctan etc.) &r

ju att ekvationen ¥y = sin x har mer 4n en 13sning x (i sjédlva verket odnd-
ligt minga) fOr givet védrde pd y 1 intervallet - 1 <y < 1 . Det i litte-
raturen vanligaste fOrfarandet &#r att man betraktar funktionen f(x) = sin x
med definitionsmingd Dy = E;ﬁ/e,ﬂ/é] och definierar arcussinusfunktionen som
inversa funktionen till f (NE del 2, kap. 9.10, Brandell m.fl., Matematik f&r
naturvetare, del I sid. 136). Observera att f &r omvindbar, eftersom sin x
dr stridngt vdxande pa [}ﬁ/2,ﬂ/é]. P4 analogt sitt definierar man arcuscosinus-—

funktionen som inversen till funktionen g(x) = cos x med definitionsmingd
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D
g
Dh = {x; - /2 < x < w/2} . I Sverige anvinds numera konsekvent denna

terminologi. Observera emellertid att CJ anvinder en annan terminologi.

H

[Q,ﬂ] , och arctan-funktiomen som inversen till h{(x) = tan x ,

Hir betecknar arcsin x vilken som helst av de odndligt ménga "grenar"
(eng. "branch"; se CJ sid. 211) som kan erhdllas genom inversion av funk-
tionen sin x pé& ndgot intervall dér denna dr monoton. Den funktion som en-—
ligt nyssndmnde (dvs vAr) terminologi betecknas med arcsin x kallas i CJ

f8r "huvudgrenen" (eng. "principal value") av arcsin x .
Ovning 9. Ber#kna

a) aresin (1/2) | e) arcsin (sin'%)

o) arcsin (-1) f) arcsin (sin gl)

e) arccos.(-1/2) T
g) arccos (cos - T
d) arctan 1

Exempel 2. Fér vilka x g&ller

a) sin (arcsin x)

b) arcsin (sin x) = x .

Ldsning. Likheten a) giller £5r alla x fBr vilka vinstra ledet &r definierat,
dvs for -1 < x < 1 (ténk efter varfdr}. I likheten b) &r bégge leden definie—
rade fér alls reella x ; likheten &r diremot inte alltid sann (se Gwn. 9 £, g).
Likheten &r sann £ér -m/2 < x < w/2 pd grund av definitionen av arcsin x ,

falsk fér dvriga x eftersom virdem#éngden f&r arcsin dr [}ﬁ/Q,ﬂ/é} .

Ovning 10. PS8r vilka x géller

a) arccos (cos x)

b) cos (arccos x)

¢) arctan (tan x)

ot

Ovning 11. Fér vilka x giller

a) arcsin (cos x)

b) arccos (sin x)

P

Qvning 12. Berdkna derivatan av funktionerna

a) x arctan x
b) (arcsin x){arccos x)

) 1 + arctan x
1 - arctan x
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Kap, 3.2 e

Ovning 13. Berdkna derivatan av funktionerna
2 x

a) x e
b) x2 log x

c) ex log x

d) x (log x - 1)
e) vx cos® x

£} xgex sin x

Ovning 1h. Berdékna 6:e derivatan i x = 0 f£ér funktionen

6 x
X

e) x & (Ledning: Anviénd Leibnitz formel, CJ sid. 203)

d) xSex

T x

e} x'e

Kap. 3.3

Kedjeregeln, dvs formeln fdr derivatan av en sammansatt funktion, kan exempel-

vis skrivas (CJ sid. 218, NE del 2 kap. 9.4)
(2) £'(x) = g"(¢(x))o'(x) 3

hér betecknar f(x) den sammansatta funktionen f(x) = g(¢(x)})

Exempel 3. Berdkna derivatan av funktionen
£(x) = sin (x°)

Lésning. satt ¢(x) = %> och gly) = sin y varvida f(x) vlir sin (xg) .
och anvind (2). Man f&r ¢'(x) =2x, g'(y) =cosy , g'(6{x)) = COS(X2),

och siledes

f'{x) = 2x cos (xe)

Exempel h. Berdkna derivatan av funktionen

flx) = (20 + 1)° .

Losning. Satt ¢(x) = x3 + 1 och gly) = y5 . Man fir ¢'{x) = 3&2 .
g'(y) = 5yh, och £'(x) = 5(x° + 1)h'3x2 = 15x°(x° + 1)]‘L .
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ﬁvning 15. Berdkna derivatan av var och en av funktionerna

2
X

a) e

b) eSll’l X

e) 1/(1 + x)

d) log sin x

2 L

e) {x° + 2x)

f) e‘/;C

g) ;log X

h) 1/(1 + x

i) /1 + x2

2
2y

Kap. 3.k

3 sin> x
k) sin3 2x
1} log (sin 3x)
m) /T + sin2 x

. 2
sin® x
n) e

o) log (x + VT + x2)

p) x* (Ledning: anvénd likheten 5 = &F log )

) xsin X

Huvudinnehdllet i avsnitt 3.4 dr fdljande matematiska utsaga och fysikaliska

tillémpningar av denna (CJ sid. 223).

Om en funktion y = f(x) satisfierar differentialekvationen

yl

funktion av formen

y = Ce

(¢ = konstant), s& miste funktionen vara en exponential-

fér ndgon konstant ¢ .

En viktig podng &r att utsagans riktighet &r en logisk f£81jd av definitionerna

av derivata och av exponentialfunktionen; beviset stdr nederst pd sidan 223

icJ.

Vi ger ndgra Ovningar pd exponentialfunktionens fysikaliska tillémpningar.

Ovning 16. Ett prov innehdller 1 gram radium vid en viss tidpunkt. Efter 10 &r

innehdller provet 0,997 gram radium. Efter hur léng tid har radiumkvantiteten

minskat till 0.5 gram?

8wming 17. Under gynnsamms omstindigheter Ar tillvixthastigheten hos en bak-

teriekultur i varje Sgonblick proportionell mot kulturens storlek i det dgon-—

blicket. Tillvixten som funktion av tiden kommer i s& fall att beskrivas av
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en exponentialfunktion (varfdr?).

a) Antag att en viss bakteriekultur Skar i storlek med en tredjedel péd en timme,

hur léng tid krdvs i si fall fOr att kulturens storlek skall dka med en fak-

tor 1000.

b) Under antagande att bakteriekulturen i a) obehindrat fortsitter att vixa i
enlighet med de gjorda antagandena, hur lénge skulle det i s& fall drdja innan
bakteriekulturen téckte hela jordens yta med ett 1 meter tjockt lager, om kul-

turens volym frén b8rjan &r en kubikmillimiter. Jordradien &r ca 6400 km,

Ovning 18. Kolisotopen Cm har halveringstiden 5570 &r. Om halten av th

i skelettet hos en viss djurart har det k#nda virdet A {vikt/volymsenhet)

hur gammalt &r ett fossil av samma art £86r vilket halten av C1h har uppmétts

i1l A/3 .

Iy

Ovning 19. En stor kondensator urladdas genom léckage av elektricitet. Spinning-
en Sver kondensatorn kan d4 antas variera med tiden som en exponentialfunktion.
Genom mitning fann man att spénningen sjdnk till 1/4 av utgdngsvirdet pd 5 mi-

nuter. Hur ldng tid hdller kondensatorn minst 90 % av utgingsviardet?

Urladdning av kondensator, ett exempel pd differentialekvation av typen

v' = gy (CJ sid. 223)

Hg .190
S . En kondensator dr uppladdad till spénningen VC .
P4 kondensatorns tvd beldgg finns di laddningen
Vg +QO resp. —QO . Sambandet mellan QO och VO
ges av QO = CVO ddr € &r kondensatorns kapa—
W—— ) citans, Vid tiden t = 0 slds strémbrytaren S
R till. Kondensatorn urladdas d& genom motsténdet

med resistansen R . Hur kommer kondensatorns spénning V och strdmmen I
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‘ | funktionerna V = V(t) och I = I{t) .

Ohms lag ger V = RI (1) men det récker inte fdr att bestémma V{(t)} och I(t).

Finns det ndgot mer samband mellan V och t . Ja, sé& hir kan man gdra.

Q@ = ¢V (2) giller alltid. Men nu fick vi ju en storhet till n#mligen @ , fér-
argligt. Men det finns ett samband mellan Q och T . Nar strdmmen I flyter
minskar laddningen Q . Betrakta ett "litet" tidsintervall dt . P& detta
tidsintervall passerar laddningen Idt ett tvirsnitt av ledningen. Denna lilla
laddning som passerar midste motsvaras av en minskning av laddningen @Q pé den

positiva plattan:
minskningen -3Q = Idt I = - %% (3)

Vi sammanfattar

Vv=RI (1) (Ohms lag)
Q=cv (2) (enligt def pd kapacitans)
I = - %% (3) (samband mellan I och Q)
: . 49 _ L 4av _
Derivera (2) : at - C Ere I
_ LA . :
I=-~¢ 3¢ inséttes i (1)
= av

V = - RC T (L)

Uppgi fter

1) Tink igenom vilka av f6ljande storheter som &r variabler och vilka som

dr konstanter
VO, v, Q, @., I, C, R

2) Lés diff.ekvationen (4) med begynnelsevillkoret V =7V, for t =0

3) Berskna I = I(%)
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v om C=10 ° F

=
o]

4} Hur ldng tid tar det fOr spinningen att sjunka till
och R = 107 a7

Kap, 3.6

Centrala begrepp 1 detta avsnitt d&r maximum (minimum) och lokalt maximum

(lokalt minimum) fér en funktion (CJ sid. 238; "lokalt maximum" kallas i

CJ fér "relative maximum"), I NE behandlas endast begreppet lokalt maximum
och kallas ddr fOr "maximum" (del 2 kap. 7.2). Fér att framhivae att man avser

maximum och inte lokalt maximum anvidnder wman ofta termen absolut maximum.

Slutligen kan man kalla en funktions absoluta maximun f8r funktionens stdrsta

virds.

Grundvalen f8r differentialkalkylens tillimpning pd meximi~ och minimiproblem
r f8ljande faktum (CJ gid. 240, NE del 2 kap. 7.2):

Om & &r en inre punkt i D, ~och 1lokal maximi- eller minimi-

punkt f8r f och f &r deriverbar i & , sd & f'(E) =0 .

Hirav féljer att om en funktion, vars definitionsméngd #r ett intervall [é,ﬁ],
dr deriverbar i hela intervallet, sd mdste funktionen anta sitt stérsta (minsta)
viarde antingen i ndgot av derivatans nollstidllen eller i ndgon av intervallets

dndpunkter a eller b .

Observera emellertid att en funktion vars definitionsmingd &r av annat slag
(t.ex. ett odndligt intervall) inte alltid har nédgot stdrsta virde (exempel:

flx) =1~ (1/x) , x>1),

Exempel 5. S8k stdrsta och minsta virde fér funktionen

f(x} = 2x - x2 » 0<x<3

Lésning. Derivation ger f'(x) =2 - 2x, Av f'(x) =0 firvi x=1, f(1) = 1.
Vidare £(0) =0, f{(3) = - 3 . Funktionens stdrsta och minsta virden miste

finnas bland talen 1, 0 och -3 . Stdrsta virdet ir siledes 1, mninsta virdet

-3 .

IS

Ovaning 20. S6k stdrsta och minsta vdrde f8r var och en av funktionerna nedan,

och skissers funktionskurvan.

a) x° - 3x , 0<x<2 a) xe ~ , x>0
k

b)x-th, x &R e) x° x>0

e) V(1 -~ x) , 0<x<1 £) x2/(1 + x



Ovning 21. 86k alla lokala extrempunkter och skissera funktionskurvan for

nedanstiende funktioner

a) bx - e ) L{:—-?:—j:
‘l -
D) %+ 3x2 ©
g) |x|
e) x/(x - 1) l |
a) x2/(x - 2) n) e”t%
e) (x - 1)%/(x% + 1) i) x° - 2|x|

Ovning 22. . En rektanguldr lekplats skall inhignas med ett 120 m langt

staket. Hur stor dr lekplatsens maximala area?

Ovning 23, Vilket #r det maximala vérdet av produkten av tvé tal vilkas

summa 4r 10 2

Ovning 2k. Vilket &r det minimals virdet av summan av kvadraterna pé tva

tal vilkas summa &r 10 7

Owning 25. En rektangel med stdrsta méjligs area inskrive i en likbent triangel

med bas a och hdjd h . S8k rektangelns area,

Ovning 26. Hur stor kan arean maximalt vara fér en triangel i vilken tvé

sidor har léngden 1 ¢

Ovning 27. En rdt cirkuldr cylinder har sidan form att volymen &r maximal
fér givet virde p8 sammanlagda arean av cylinderns begrinsningsytor. Bestém

férhdllandet mellan cylinderns h6jd och bottenytans radie.

.

Ovning 28. En orienterare skall ta sig pa kortast mdjliga tid fran punkten P
till punkten Q (se fig.)
| { e
A LS B
1

2 o

P o

I omrddet nedanfdr linjen AB springer orienteraren 15 km/tim , i omrddet
ovanfér linjen &r terréngen svédrare, varfdr han blott kan gbra 10 km/tim dar.

Vilken vdg skall orienteraren valjs f£Or att pd kortast mdjliga tid nd mdlet?

Ovning 29. Kan Du se ndgot samband mellan uppgift 28 och det problem angdende
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ljusbrytning som beskrivs pd siden 246 i ¢J (Exempel 3)?

Ovning 30. Tva ljuskdllor, vilkas intensitet fdrhdller sig som 2:1 , be-—
finner sig p& avstidndet 10 m frén varandra. I vilken punkt pd sammanbind-
ningslinjen mellan ljuskdllorna ar belysningsstyrkan minimal? Belysningsstyr-—
kan frén en ljuskilla &r proportionell mot ljuskillans intensitet och omvint

proportionell mot kvadraten pé avstdndet tiil ljuskdlian.

Qvning 31. Tvé korridorer, 2.4 respektive 1.6 m breda skir varandra i rat
vinkel. Hur léng kan en stege maximalt vara om den skall kunna bédras horison-

tellt fréan den ena korridoren till den andraf?

Ovning 32, En gatlykta, som antas strdla med lika starkt sken i alla riktning-

ar, &r hdj~ och sinkbar i vertikalled, P& vilken hdjd Sver gatuplanet skall

lyktan befinna sig f8r att belysningen pd den horisontella gatan i

% en punkt pa avstindet a fran lodlinjen genom lyktan skall bli s& stor som

mdjligt. Belysningsstyrkan &r omvint proportionell mot kvadraten pa avsténdet
t111 1ljuskéllan; vidare &r belysningsstyrkan pd ett plant ytstycke proportio-

nell mot cosinug f6r ljusknippets infallsvinkel mot ytan.

s

Ovning 33. a) Man Onskar &stadkomma ett inhignat rektangulért omride med hjilp
av ett 1000 meter lingt stingsel och en befintlig rakx mur. Hur lénga skall om~
rddets sidor vara f£8r att omrddets area skall bli sd stor som m8jligt? Muren kan

antas vara s& ling som behdvs.
b) Analogt problem, men omriddet skall denna gdng ha formen av en likbent triangel.

¢) (Utanfdér kursen.) Vilken form skulle du gissa att stingslet skall ges fér att

det inhdgnade omradet dverhuvudtaget skall bli s8 stort som m8jligt.

Ovning 34. En staty som 4r L4 m hdg stir pd en sockel som &r 5 m hdg. P&
vilket avstdnd frdn statyn skall en person, vars 8gon befinner sigpd 2 m hdjd
dver marknivén, befinna sig fOr att statyn skall uppta si stor synvinkel som

méjligt?

Ovning 35. L&t 8158550 0.,8  Vara reella tal, och sétt

(x) = 1 2
f = I {x-a ).
X k=1 b4 i

Bestém det x f£8r vilket f£(x)} har sitt minsta virde {minsta kvadrat-metodens

princip}.
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Ovning 36. En spidnningsk#lla karakteriseras av sin emk E och en inre

resistans Ri . Om vi ansluter ett motsténd med resistansen R till spén-

ningsk#llan blir strémmen I = —E__ enligt Chms lag.

Jpannivgs kalla
F_“_'—'Jj"-'_'ﬂ

R. + R

Bestdm R uttryckt i R, 88 att
effekten P = RI2 blir maximal 1
det yttre motsténdet R .

Iy

Ovning 37. Strémmen 1 en elektrisk svingningskrets av vidstlende typ

varierar med tiden % enligt

I | I=A e-Yt sin 2wVt , t >0

H A

dér v =1, Y = 0.5 och A=2

a) Skissera grafen till I = I(t)
b) Bestdm stdrsta och minsta virdet hos I

¢) Bestédm 1lim I
-0

d) Visa att om Yy << v 58 ligger max och min punkterna ungefir pd kur-

vorna I = £ 2e—Yt .

Ovning 38. En cirkuldr skive . sviinger som en pendel kring en axel vinkelritt
genom skivans plan péd avstlndet x frdn skivans centrum,
Svingningstiden T fOr en hel svéngning fram och tillbaka blir dd, om R 4&r

skivans radie och g 4&r tyngdaccelerstionen

2 2
T=21T£+_R£ O<XiR-

gx ?
a) Bestim x si att T fir minimum

b) Bestdm lim T .
x>0
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e

Ovning 39.

& qa —>
ANNNC

-~ X

Tvd cirkuldra strémspolar har x—axeln som gemensam axel, och origo ligger

mitt emellan spolarna. Avstindet mellan strdmspolarna #r a. Magnetfidltet

pa& x—-axeln har da styrkan

2 2

5.2 -3/2 : -3/2
B(x) = BO[}R + (x - 50 ) + (R™ + (x + 50 ) ] N

dar BO Ar en konstant som beror av strdmmen i spolarna och antalet lind-

ningsvarv. Funktionen B(x) &r j&mn dvs B(x) = B{(-x) och har antingen

maximum eller minimum f8r x = 0 beroende pa viardet av parametern a .

B A B

N

> X >X
" 1 », o A
Stert O litet QA
Bestdm det a-virde = a, fér vilket géller
a<ay, = B(0) &r ett maximum
a >a, =—> B(0) &r ett (lokalt) minimum,

Bestdm ocksd om B(ao) &r maximi- eller minimivérde. a, skall uttryckas
som en brékdel av R . (I det hér problemet &r x en variabel, & en para-

meter, R en konstant.)

e

Ovning 40. Ett samband mellan tryck p , volym V , och absolut temperatur T

hos en mol gas ges

(p+2)(v-v)=RT, fir V>0b,
v

ddr a, b och R &r positiva konstanter. Fdr varje fixt virde pd T Lkan p .
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18sas ut som funktion av V ur ekvationen. Det finns ett T vérde; beteck~-

nat T (kritiska temperaturen), s&dant att grafen fOr funktionen p = p(V)

har ett lokalt maximum och ett lokalt minimum fér T < T, » saknar lokala

och har en terrasspunkt fér T =T . Bestédm T

extrempunkter f&r T > T X

k°? k
uttryckt i'a, b och R .

r

Ovning 41. En radiosktiv isotop A sdnderfaller till en ny isotop B som i

sin tur sénderfaller till C som &r stabil

A——> B—> C.
Ay g
3A och AB ir sdnderfallskonstanter. Om vi vid tiden t = 0 startar med ett

rent A-preparat giller

- ewAAt
N, A0
N, = g lf — N, (e_AAt - e_kBt) ., aar
B A
NAO = antalet A-kdrnor vid t =0
NA = gntalet A-kfrnor vid tidpunkten t
NB = antalet B-kidrnor vid tidpunkten *t

Vid vilken tidpunkt t har N maximum om A = 1.00 tim™| och Aﬁ = 3.00 tim .

B

Skissera grafen till N_ = NB(t) .

B
Vad hénder med formeln for N om AA = AB?

B
3 A

Ovaing L2,
. v = { = hastighet 1 luft
luft .
' ¢ ] =C. : L olas
v, = n hastighet 1 glas
las
J .

B

En ljusstrile gir frén den fixa punkten A till den fixa punkten B via
punkten C. Studera den tid det tar fér ljuset att g& fran A till B som

funktion av punktens C lége pd glasytan. Visa att nir géngbiden &r minimum
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s& gdller sin i =n sin b (brytningslagen). Problemet &r en tillimpning av

Fermats princip i optiken,

Ovning 43. Plancks strélningslag kan skrivas

2
ghe ” | 1 ar

AS ehc/kT)\ -

3

g(l)ax =

ddr g(A)d\X &r den energi som pd en sekund stralar ut frédn 1 m2 av en yta
med temperaturen T i vigléngdsintervallet (A,A + dA}. Hir & h, ¢ och k
konstanter. Det A=-vdrde fOr vilket g(A) &r maximal kallas A Visa att

AmT = konstant (Wiens fdrskjutningslag) .

Ovning blh. Kurvan x =cos t , y=sint , z =1t 4&r en spiral i rymden.
a) Bestdm avstdndet fradn punkten (1,0,0) till spiralen.

b) Bestadm avstdndet frin punktean (0,1,0) +till spiralen.

Ovning U5. Y
A | =kx |

7

- (@,0,b)

Ett flygplan rér sig 1 x~y planet lings den réata linJen ¥y = kX. x-z planet
dr horisontalplanet. Flygplanets héjd &ver horisontalplanet &r h. En obser-
vatdr i punkten (a,0,b), ddr a > 0, b # 0, ser strickan h under vinkeln 0.
Visa att nér flygplanet stiger gir vinkeln 6. genom ett maximum. Té&nk efter

vad detta ger upphov till foér synvilla.

I

Ovning 46. En flodbdt firdas motstrdms uppfdr en flod mellan tva platser,
Brinslefdrbrukningen per tidsenhet antas vara proportionell mot kvadraten pé

bdtens hastighet relativt vattnet, Med vilken hastighet skall bidten gd relativt
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stranden f8r att resan skall bli sd billig som mSjligt, om strémmens hastig-

b1 ?
het ar vo ?

Ovning 47. a) Batt £(x) = <% och g(x) = ax., Beteckna med M(a) det stdrsta
virdet av |f(x) - g(x)| p& intervallet {0,1] . Bestim a s& att M(a)

blir s& litet som mdjligt, och ange det minimala vérdet pd M(a)

b) Samme uppgift som i a) med f(x) = x> och g(x) = ax® . (Problemet leder
till en tredjegradsekvation i a, som dr svir att 15sa exakt; anvind kalky-

lator f£r att finna en approximativ 18sning.)

¢) Samma uppgift som i a) med f(x) = sin x , g{x) = ax och intervallet
Bhﬂfé]. {(Problemet leder till en transcendent ekvation i a; anvénd kalky-

lator fér att finna en approximativ 1dsning.)

Derivatan ar ett vardefullt hjidlpmedel f&r att bevisa olikheter innehdllande
en {eller flera) variabler, dvs olikheter mellan funktioner. Metoden illustre-— .

ras bist med ndgra exempel.

Exempel 6. Visa olikheterna

X

a)e >1+x fér x>0.

b) logx<x-1 fbr x>0.
Lésning. a) Bilda funktionen f(x) = e -1 -x » x>0 . Vihar
f1(x) = ef-1>0 fr x>0 , alltsd 8r f stridngt vixande for x > 0

Vidare &r £(0) = 0 . Av dessa fakta f8ljer genast att f{(x) > 0 f8r alla

x >0 , vilket &ir pdstlendet.

b) S&tt flx) =x~-1-logx, x>0 . Derivation ger £'(x) =1- (1/x) .
Man finner att f'(x) <0 for 0<x< 1, och f£'(x)>0 foér x> 1
Alltsd &r f avtagande f&r 0 < x < 1, vixande f6r x > 1 . Vidare &r

£(1) = 0 . Av dessa fakta f8ljer nu att f(x) > 0 fér alla x > 0 .

Ovning h8. Visa olikheterna
a) V1 + X2 <1+ (x2/2) , X#0

b) x > arctan x , x> 0 .
Ovning 49. a) Giller olikheten i Exempel 6 a f8r ndgra andra x 4&n
{x; x>0} 2

b) Kan du se ndgot sitt att direkt hérleda den ena olikheten i Exempel 6 ur den

andra? (Ledning: gbr en limplig variabelsubstitution.)
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e

Ovning 50. Visa olikheterna

X

a)e >1/(1+x), >0

) X > 1+ (1 +x) log(l +x), x>0

2
¢) &* > 1+ x +‘§~ » x>0
Kap. 3.7

I detta avsnitt av CJ visas ndgra ytterligare standardgrénsvirden fér funktioner.

Férst visas (CJ sid. 249; jfr standardgrénsvirde (E) ovan sid. 12 och (j) CJ sid.
T0):

(F) om a>1, 8§ — -+, d& x> o,
Harur hirleds (sid. 250; jfr (E') ovan sid. 14) 1l&tt den allminnare utsagan

(F') om a > 1, «a godtyckligt reellt tal, si
X
—— >

X

, dd x - w ,

Genom lidmpliga substitutioner hirleder man ocksd la&tt ur (F) gransvirdens

(CT sid. 252).

f6r godtyekligt a > 0 géller

(Gg) Lim dog x _ 0 , och
x>0 X

(H) lim x™ loglx| = 0 .
x>0+

Anm.: Fotnoten péd sidan 251 i CJ innehdller ett fel: argumentet ger blott att
(log x)/xa_i 1/a . Om man i stdllet viljer € = a/2 , si fungerar resone-.

manget .

Exempel 7. Berdkna gréngvirdet

% + o/% log x

lim 5
X300 2x° + 3x
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Ldsning. Férkorta briket med x2 och anvdnd (F') , s& fés:
log x
+
% + %% log x _ 1 VX 1T+ 0 _ 1 .
2 = 3 —ZFo- 2 48 xTe.
2x + 3x 2+§

Se vidare de 1ldsta exemplen i avsnittet om grénsvirden f6r talfdljder.

Gwvning 51. Ber#kna gransvirdet d& x - « f8r féljande funktioner

2X + x6 1 + loglog x
a) X 2 c) log x

37+ x

2 2
+

) X (log x) a) & /(1 + Xhe6x)

Vx log x
Ovning 52. Ber#ikna griansvirdet dd x - 0+ f£&r féljande funktioner
a) /i(1log x)3 a) xPel/*
b) (sin x)(log x) e) e_T/x
e) & £) —1/x/X

Ovning 53. Den kinetiska energin E hos gasmolekylerna i en ideal gas &r

statistiskt f8rdelad dver intervallet O < E < med frekvensfunktionen

$(E) = a/E o /T
ddr A och k 4&r positiva konstanter och T &r gasens absoluta temperatur,

Visa att ¢(E) » 0 d& E » = ,

Owning 54, I Plancks strdlningslag (se Owning 43) férekommer funktionen

2
g()\)= ho s A>0 .

AB(ele - 1)

Visa att g(A) 0 d& A > 0+ och d& X - o,
Ledning: Utnyttja att lim x/(e* - 1) = 1

0
Detta faktum f8ljer 1 sin tur av att

11m-——5LL3;§— [ log 1
Jt_

h+0

genom substitutionen log(1 + h) = x .
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Kap. 3.8 - 3.11

Observera att substitutionsmetoden kan anvéndas pd tvd ndgot olika sétt, som

visas 1 nedanstéende exempel.

Exempel 8. Berdkna

Lo
a) [ /E(1 + x)ax
1

1 5 x3
b) [ x%e” ax .
o;
Lésaing. a) S&tt vx =y , varav x = y2 , dx = 2ydy. Vidare fas

x= 1 <> y=1 och x=0U4 <= y =2, Integralen Svergdr salunda i

2

2
2 2 L
eydy = 2f y%ay + 2f yay =
1 1

—t—

y(1 + ¥

256

15

22 2
2[y3/3J + 2@5/5] = % -
1 1

rh
R

b) Satt x3 =y , varav 3x2dx =dy , x=0 <> y=0, x=1 <mm$.y =1,

varfér integralen &vergdr i

ey%dy= (e = 1}/3 .

O =

Givetvis kan substitutionsmetoden i dessa bigge varianter ocksd anvéndas for
att ber&kna en primitiv funktion till en given funktion f , d4vs en funktion F

sddan att F' = f .

s

Owning 55. S8k en primitiv funktion till var och en av funktionerna

a) x sin x° g) e’*/Vx

B) X1+ % n) ex//éx + 1
&) #/(1 % %) ) by 4+ ox

d) x/x + 1 ' QFFZTZESTI"T
) w1+ D) s

J)
£) sinS x cos x (x° + lx)@
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Ovning 56. Berskna integralerna

! x2 T sin x
a)fxe ax e) f——e—'—d_x
0 0 cos x

2 7/2 ;
dx 4
b) [ —F—0 £) [ —2EEE xgdx
1 V(1 + vVx%) 01+ cos“ x

2 3 . 1
c) f xdx g) f /1 + x° ax
0

T/2
a) sin® x cos x ax

Kap. 3.11. Partiell integration beskrivs i CJ pd sidan 275 (NE del 3,
kap. 2.2).

Ovning 57. S8k en primitiv funktion till var och en av funktionerna

a) x e* d) x log x
b) X sin x e) x2 e*
¢) log x f£) arctan x

Ovning 58. Berdkna integralerna

/2 2 16
a) [ x cos x dx e) f ““%“E dx
0 1 x
2 _ 1
b) f log x dx ) f arctan x dx
1 0

! 2 x
e) j x" e" dx
0

d)



Kap. 3.12. Exempel pé anvéndning av metoden med partialbriksutveckling
beskrivs i CJ avsnitt 3.12 4 (NE del 3, kap. 2.4).

Ovning 59. Berikna integralerna

—

1 .
dx
a) [ e)f2§+3
0 x + 3x + 2 Q0 x + i
2
dx 2
1T x(x + 1) 4 _X(Xe , 1)
1 2 i
) [ 3 o) [ —E—
0 x + 1 T x(x + 1)
! x dx 2 dx
2 n [ o
0 x5+ 1 1 27 {x" + 1)

Om uttrycket ax2 + bx + ¢ har reella nollstillen, si integreras fdrstés
funktionen
ax + b
1 1
(3) =
ax + bx + ¢

genom partialbrdksuppdelning. Om samma uttryck har Xomplexa rdtter, s8 delar
man upp funktionen (3) i tvd termer, vilka efter integration ger en logaritm-—
funktion respektive en arcustan—funktion. Hur man f6rfar hoppas vi framgar

av f5ljande sekvens av uppgifter.

Ovning 60. Ange en primitiv funktion till var och en av funktionerna

2x + 2

5 {Ledning: tdljaren &r nimnarens derivata)
X + 2x + 2

a)

1
(x + 1)2 + 1

b)

C) 2X+3

x2 + 2x + 2

a) 2x+'l
x~ + bx + 5
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{Ledning: substitution x = 3y)

x° + bx + 13

x + 2

x + hx + 13

g)

Ovning 61. Berdkna integralerna

1
x dx
a) f -
0 x =-2x+ 2

2+y3 dx

b) N
o-/3 x" - hx + 7

. o /! 2 . . .
Kap. 3.13. Uttryck innehallande 1 - x° kan ibland integreras med hJjalp av
substitutionen x = sin t eller x = cos t (CJ sid. 294). A andra sidan
kan en integrand innehdllande sin och c¢os ibland med f6rdel behandlas med
samma substitution (i motsatt riktning). Andra substitutioner som kan vara

effektiva vid integration av trigonometriska uttryeck &r tan x =t och

tan{x/2) =t (se CJ sid. 290).

Ovning 62. Ber#kna integralerna

1 m/h .
a) | /1 - x® ax e) [ BLX 4
0 0 cos5 b4
1 /L
b) [ /1 - 5° ax £) dﬁ
0 0 cos x )
w/2 /2
c) f sin x cosS x dx g) f 7 +d:in -
0 0
m/2 m/2
a) | sin3 x cos> ax n) | dx

0 o 1+ sin2 X



Kap., 3.15. Observera att

_4\-——‘8

dx
= ar konvergent om o > 1 ,

X .
divergent om o

| A

och att

]
f Qﬁ ir konvergent om o < 1 ,
0x divergent om a > 1 .

Dessa utsagor f8ljer direkt av definitionerna (CJ 3.15 a respektive 3.15 e;
NE del 3 kap. 2.6, 2.7). Vidare #r det viktigt att k#inna till jimférelse-
kriterierna (CJ 3.15 &, e):

o0

Om 0 < f(x) < g{x) fbr x>a och f g{x)dx &r konvergent,

&
[-5]

o

s& &r f f(x) dx konvergent.
a

Motsvarande galler f8r integraler aveqm [@,ﬁ] dir integranden &r obegrénsad.
For att visa att en given integral af f(x)dx &r konvergent kan man ofta vélja
glx) = x ¥ for lémpligt o > 1 . Fdr att visa att en given integral dr diver-
gent viljer man f£(x) = x * f£ér négot liémpligt o < 1 och léter afwg(x)dx

vara den givna integralen.

Exempel 9. Avgdr huruvida integralen

T ax ? dx
a) | —— e) [ —=—
0 /1 + x3 o V1 + x2
! ax
b) é x(1 + %)

ar konvergent.

Lésning. a) Integranden &r < 1 pé& hela integrationmsintervallet; inte-

gralen &r séledes generaliserad endast i o#ndligheten. Nu &r

1 1
—— K === f%r x> 1.
Y1+ x3 x3/2 -
e _3/2 " a o ] - -
Efterson .f X dx 4dr konvergent sa maste saledes den givna integralen vara
_ 1
konvergent.
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b) Integralen ir obegrinsad nira x =0 . Vi har att
SRS N f8r 0 < x < 1
x(1 +x) ~ 2x% =

1
Eftersom f (1/2x)dx &r divergent, s& &r den giwna integralen divergent.
0

¢) Om x>1, séé&r /1 + x2 < V= + x2 = V2x , alltsd

1 1 1

/T + x2 vz *
o0

Eftersom f (1/x)dax &Ar divergent, s &r den givna integralen divergent.
1

Ovning 63. Avgdr vilka av nedanstdende integraler som 4r konvergenta.

-] a <« 2
P X
a) [ —==— a) [ ——— ax
0 1+ x3/2 - /T ¥ x0
v) [ S ax e) [ —F—ax -
0 1+ x o ﬁ"ﬂTSPI
o0 [=+] l
e) [ (1 + x)e™ ™ ax £) [ =5 ax
0 T 1T+ x
Ovning 64. Berikna integralerna
oo o] dx
a) [xe ™ ax, a>0 a) f -
0 2 x -Lx+6
1 o ax
b) [ log x dx e) J 5
0 0O x + 3x +2
< dx
e) | _3Lm_z
0 1T+ x

Exempel 10. Avgdr huruvida'integralen

f____@x_
0

Vx(2 - x)

ar konvergent.
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Losning. Integralen &r obegrinsad bdde ndra x =0 och ndra x = 2 ,

Vi skriver darfdr

O
I
O
+
D
n
H

-
+
e

och behandlar vardera integralen for sig. Foér 0 <x <1 &r 2 -x> 1, alltsé

1 1
(AR PR < — .
V(2 - x)  Vx

Séledes &r integralem I, konvergent, Fér 1 < x < 2 f4s pd analogt sétt

1
1 < 1 .
V(2 - x) =~ /2 - x

-1/2

Eftersom 1f2(2 - x) dx &r konvergent (gdr substitutionen 2 - x =17y),

s& fdljer att integralen I2 &r konvergent. Den givna integralen &r siledes

konvergent.
Ovning 65. Vilka av £31jande integraler &r konvergenta.

w2 it
a) f sgr}ix 0) [ —E&

0] -1 Veos(x/2)

T b

dx dx

by [ a) | = - (a < b)

y cos{x/2) A =k

Ty

Ovning 66. En s.k. matematisk pendel bestdr av en masspunkt (massa m) upp-
héngd i en trdd (léngd L). Pendeln svinger i ett vertikalt plan sé att
masspunkten beskriver en fram— och &tergdende rorelse lings en cirkelbége.

Ett uttryck fér svingningstiden T , dvs tiden f8r en fram— och &Atergdende
rérelse, kan hdrledas pd féljande s&tt, La&t g Dbeteckna tyngdaccelerationen,
© pendelns utslagsvinkel vid en viss tidpunkt t ., 80 maximala ubtslags—
vinkeln, v = v(8) hastigheten i punkten med utslagsvinkel 6 . Eftersom den
vigstricka som svarar mot den lilla vinkelBndringen 48 &r 146 och motsva-
rande hastighet &r v , s& tar sagda f8rflyttning tiden Ld8/v . Tiden fdr

en hel svingning dr s8ledes

8
0

T= 2 [ E%e—.
_eo

- Ett uttryck f8r v som funktion av 6 kan 13ttt fis ur energiprineipen. Efter-
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som masspunktens h8jd Sver ligsta nivdn &r L(1 - cos 6) , och potentiella

energin sdledes mgl{t - cos 6} , s& far vi ekvationen

2
(k) E%— + mglL(1 - cos 8) = C

ddr C 4&r en konstant. Konstantens virde kan bestfimmas genom att vi obser-

verar att v = 0 i banans vindpunkt, dvs d4 6 = 60 . Vi fir hirigenom
C = mgL(1 - cos 90)
och genom insdttning 1 (4)

=— = mgl(cos § - cos 80)

eller

v = v2gL(cos 8 ~ cos 80)

Insdttning 1 uttrycket £6r T ger

~ 6
(5) v /Z [ 6
=

0 vcos 8 - cos 60

(Jfr CJ sid. B410.) Visa att integralen (5) &r konvergent. (Uverraskande nog
&r integralens vidrde i det ndrmaste oberoende av 80 och néra 1 f£6r midttliga

virden pa 60 , varfdr T = /2L/g fbr sddana BO o)



Svar kap. 3.

1.

10.

11.

12.

i3.

1k,

15.

a)
d)
g)
a)

d)

_73_

6% - T b) 1010 - 35x6 c) ~2/x°

~1/(x-2)? &) (1-x)/(1+x)> £) (1-22)/(x°+1)°

0

2cos2x b) 2xcosx - xesinx ¢) -sindx

(xcosx - sinx)/x° e) (x+sinx)/(1+cosx)
0 b) 10!} e) 0

-3 b) =12

0

= [0,16] , ¢'(5) =
= [0,@) ,  ¢'(m/2)
/6 b)
/b e)
w/h

0<x<T b)
0O<x<T b)
arctanx + x/(1+x°)

2/(1+x2)(1—arctanx)2

N ERYC

/7

= 1/(2+m)

-n/2 e) 2n/3

/2 £) -w/2

-1 <x <1 c) ~m/2 € x < w/2

—-r/2 <x < T/2

b) (arccosx - arcainx)/(/1-x2)

oxe® + x7e* b) 2xlogx + x c) exlogx + e?/x
logx e) coszx/Eff - Vx sin2x _ |
x%e¥sinx + x°e*cosx + 2xe¥sinx
1 b) 6 c) 720 = 6! a) 6! e) 0

x2 sinx . 2
2xe b) e cosx c) —1/(1+x)
cotx e) 8(x+1)(x2+2x)3 f) e/E/Q/E
(10607233 )~/ (10B) i) xfied
35in2xcosx k) 6sin22xcos2x 1)"3cot3x
sinxcosx/#1+&in2x n) eSinexsinEX o) 1'/'1‘*'152



16.
17.
18.
19.

20.

en.

22,
23.
2k,
25.
26.
27.

28.

30.
31.
32,

33.

3k,

D) xx(logx+1)
2307 &x

a) 24 timmar
8830 ar
23 sekunder

a) 2: _2
C) 2/3/_ » O

) 22/3/3 , 0

25
50
ah/L

1/2

Raka védgen till en punkt pd stridckan AB

sinx
a) x (

b) 190 timmar

sinx/x + cosxlogx)

b) stdrsta virde saknas, minsta virde -27

d) 1/e , O

sedan raka végen till 4 .

I punkten pd avstlndet 10 §§/(1+9§);35,575 m frin den starkare 1ljuskilla

Ca 5,6 m

a/vZ

a) Sidorna ska vara 500, 250 oc¢h 250 m.
b) Toppvinkeln skall vara 90U .

1/e

e} minsta virde e

c) saknas
f) saknas
1) -1, 0, 1

ca 8300 m dster om P,

¢) Sténgslet skell ha formen av en halveirkel.

V21 m.



35.
36.
37.
38.

39.
ho.

L.

Lh.

4s,

46.

4T.

k9.
51.
52.

Py

56.

_TS_

I o 1,771, X .n’:’a1-379

max "V mi

a) R/V2 b) ®

ay = R ; maximum for a = 2
Tk = 8a/27bR

_ 1 . -
t-210g3’;:’.0.55t1m, Om )\A—)\B

_ -\t
NB—)\te

a) 0 b) avstdndet =~ 1.095

Stt f(x) = tan(0(x))., Eftersom tan &r en monoton funktion har

B(x) och f(x) maxima samtidigt. Man fér

max f = f((a2+b2)/a) = k/1+(a2/o2) > k .

Mo

a) min M{a) = 3 - 2/ fér a = 2(V/2-1) .

b} min M{a) ~ 0,106 £5r a o 0,894

¢) min M{a) o 0,1382 fér a2 0,7246

Ja, for =alla x < 0.

a) 0 b) ® c) @ ) o
a) 0 b) 0 e) 1 d) e
a) - % cos x° b) Z(10x%)3/2

a) 2(e+1)>/2 - Z(r1)3/ o)

£) &‘sinhx g) 26"%

1) log(x*+x®+1) ) -1/2(x%*lx)
a) (e-1)/2 v) log(322)

a) e) V2 - 1

£)

sa ar

(s&tt AB = AA + € och 13t e - 0)

(t =

1im
x—)'(x)

0.739)

f{x) = k,

och



2T,

58.

59.

60,

61.
62.
63.
6L,

65.

a) (x-1)e

2

X
d) 5~ log|

X

..76....

b) -xcosx + sinx

x2 2 X
x| - T e) {x"-2x+2)e

f) x arctan x - 1 log(x2+1)

a) = - 1

s
2
a) 2

2

b) log 4 - 1

- log(e2+1) + log 2

£} {m - log 4)/k

a) log %

1
a) 5 log 2

L 1
8) log 3~ B

b) 1og%

e) log 2 + %E

1

a) log(x2+2x+2) b) arctan(x+1)

c) log(x2+2

x+2) + arctan{x+1)

¢) x log|x} - x

c) e =2

e) (1 - log 2)/2

c) %

f) log —

T
n) i arctan 2

d) %-log(x2+hx+5) - arctan{x+2) e)-% arctan'§
f) 1 arctan (Eig) g) l-log(x2+hx+13)

3 3 2
a)-% - %-log 2 b) w/2V3

ul ull 1 1 3 b m/2
a-) ]-L b) 16 C) n d) 1 e) n f) 3 g) 1 h) ]-l-
a) Konv b) Konv. ¢) Konv. d) Div. e) Div. f) Konv.
“ 1 b) -1 ) I D T2 )12
a) Div b) Div. ¢) Konv. d) Konv.
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KAPITEL L

Kap. b.1e

En icke—-parametrisk ekvation f8r en kurva &r en ekvation som icke inne-
hdller ndgon parameter, alltsd en ekvation av formen ¥y = £f(x) eller all-
minnare F(x,y) = 0 . BEn sddan ekvation erhdller man ur en parametrisk

representation, som ju bestir av tva ekvationer, genom att eliminera para-

metern mellan de bdda ekvationerna.

Exempel 1. S8k en icke-parametrisk ekvation f8r den kurva som &r given

genom
a) x=2t+3, y=-t+5, -~®<f<®

b) x=cost, y=sint, 0<t<oam

ey x=t+ (1/t), y=t - (1/8), tFo0.

Lésning. a) Multiplicera den andra ekvationen med 2 och adders ekvatio-

nerna. Detta gér X+ 2y =13 .

I detta fall hade man gi%etvis ocksd kunnat gbra pd f6ljande sdtt: 10s t
ur den ena ekvationen, t.ex. den andra, och sdtt in det erhdllna uttrycket 1
gtédllet f8r t 1 den f8rsta ekvationen. Detta [drfaringssitt ar emellertid
inte alltid praktiskt. Ett exempel hirpd ser vi i exempel b). .

b) Kvadrering och addering ger x>+ y2 =1,

¢) Kvadrering av bigge ekvationerna ger
2 2 2 2 2 2

x- =17+ 24 (1/87), y" =1t -2+ (1/t7) .

Subtraktion av dessa ekvationer ger
2 2

x" -y =1L,
vilket &r ekvationen fér en hyperbel,
Att 1 detta fall férsdka 18sa %t ur en av de ursprungliga ekvationerna leder
fér det forsta till kréngligare rikningar och fér det andra till trassel
med tecknet i samband med rotutdragningen (préva sjélv: multiplikation med t
ger tTx = t2 + 1, vilket dr en andragradsekvation i t) .
Ovning 1. S8k en icke-parametrisk ekvation f6r den kurva som &r given genom

nedanstdende parameterframstillning, och skissera kurvan:

a) x = -t + 2, y=-3t+ 1, tER

b) x = a cos t, y = b sin %, 0 <t <em, (a >0, b >0)
c)x=1+acost, y==-2+asint, 0<t<2nm

d) x = sin %, y = cos 2%, 0<t<aean
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e) x = sin t, y = sin 2%, 0<t<oer
£) x = a cosh t, ¥y = b sinh %, téR, (a >0, b >0)
g) x = |ecos t, v = sin t, 0<t<oer.

e

Ovning 2. Skissera kurvan

) x= -1 + 2, v=-3t+ 1, 0<t<2
b) x = 2 cos t, v = 2 sin t, <t<m

c) x = 2 cos 3t, y = 2 sin 3t, <t <m/3

t2 t2
= —_— = in — <

d) x = 2 cos e y = 2 sin —, o<t <

e} x = |2t - 1], y=4t, 0<t<2

F) x=2t-t° for 0<t<1, x=t £r 1<t<2

y=1=-1t fr 0<t<1, y=0 £r 1<%t<2

ﬁvning 3. Ange en parameterframstdllning f8r var och en av féljande kurvor:

a) rdta linjestycket fran (0,1) +ill (2,0)

b) cirkeln med radie 2 och medelpunkt i (3,5)

¢) parabelbidgen x = 2y2 +1, -1 <y=<1

d) den kurva som bestdr av det rita linjestycket frén (-2,2) +ill (0,2)
samt halveirkelbdgen frén (0,2) ti11 (0,0) med medelpunkt i (0,1) .

Kap., 4.1d
Begreppet orientering fr en kurva férklaras pd sidan 334 i CJ. En orienterad

kurva &r en kurva fdr vilken man har angivit en genomloppsriktning. Om kurvan

har tvd idndpunkter, dvs det Ar fréga om ett dndligt kurvstycke, s& kan man

ocksd ange orienteringen genom att ange vilken av &ndpunkterna som ér begynnelse—
punkt och vilken som dr slutpunkt. Intuitivt kan man sdledes ténka slg en ori-
enterad kurva som en enkelriktad vig. Observera att orieﬁteringen;-dvs kurians

riktning fir anges p& vilket sidtt man vill, t.ex. pd ndgot av de tvad sétten

nedan.
slut-
punkt
J///”—\\E&\‘“"////’V . {//_\\\\\\uqJ////—~v
7
begynnelse-

punkt
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Man har gjort den konventionen att en parametrisering av en kurva anger
en orientering pd f8ljande sitt: kurvans genomloppsriktning Ar den riktning

i vilken punkten {x(t),y(t)) genomldper kurvan d8 parametern t vixer.

Exempel 2. Beskriv orienteringen fdr de tre kurvorna i exempel 1,
L&sning. a) Eftersom x = 2t + 3, s& vixer x d& t vixer. Detta

visar att (x,y) miste réra sig i den riktning som pilen visar d& t véxer.

b) Insattning av ndgra t-viarden visar att punkten (cos t, sin t) genom-
18per enhetgscirkeln i den riktning som pilen visar d8 t véxer frdn 0 till

NS
} ,\\\\\\f:

fig. 2 fig. 1

c) Skissera férst sjilva hyperbelkurvan.

N

e s
N\

fig. 3

Av ekvationen y =1t - (1/t) ser man att y vixer d&4 t vAxer. Bigge

hyperbelgrenarna miste alltsd vara riktade uppdt i figuren.

s

Ovning Uk, Beskriv orienteringen £ér var och en av kurvorna i Ovning 1.

Kap. 4.1e

(Se sid. 343-344 i CJ.)
Exempel 3. Ange ekvationen fOr tangenten till kurvan x = cos t, y = sin t

i den punkt som svarar mot t = w/k,



_80_

Lésning. t=7n/h ger x=y=1//2 .
Det 4r alltsd frégan om tangenten i punkten (1/V2, 1/¥2) +ill cirkeln. Vi be-
réknar tangentens lutning. Derivation ger

Xx=-sint, y=cost. t=m/4 ger X =-1/V2, 3= 1/V2,
varav tangentens lutning dy/dx = §/% = — 1. Alltsd &#r tangentens ekvation

(se sid. 3L4)

L ne-b
/z V3

\J

AANS
NI

Liksom i CJ har vi hédr kallat koordinaterna f8r E och n £Or att undvika

n—

t

férvixling med x och ¥y .
I formeln
m = &
n-y=g3z2(8-x)
pd sid. 344 i CJ stdr ju x och y fBr koordinaterna fér tangeringspunkten,

alltsd hir x = [cos t]trn/h = 1/¥2, y=1//2 .

Exempel 4. Ange ekvationen fdr tangenten till kurvan i Exempel lc i punkten
(s/2, 3/2).
Lésning. Hér mdste vi fOrst ta reda pd motsvarande parametervirde.

t + (1/t) = 5/2

t - (1/%) = 3/2
ger 2t =L, dvs t = 2, - A .
Derivation ger x = 1 - (1/t2), y=1+ (1/t2), varav % = 3/4 och ¥ = 5/bL,
S8ledes &r tangentens lutningskoefficient dy/dx = y/x = 5/3, varav tangen-

tens ekvation fds till

3_.5¢_3
n-3°=3 (g 5)

Ovning 5. a) Ange ekvationen fér tangenten i punkten (1,/3) +ill cirkeln

XxX=2cos t, y=2sin t,

b) Ange ekvationen f6r tangenten i punkten (-1/¥2,v/2) till ellipsen

XxX=c¢cogst, ¥y=2gsint,
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¢) Ange ckvationen fér tangenten i punkten (2,1) +till parsbeln x = y2 + ¥.

ﬁvning 6. Ange ekvationerna for tangent och normal +i1ll kurvan y = x3 - 2x

i origo.

s

Ovning 7. Ange ekvationerna fér tangent och normal till kurvan i Ovning 1e
i punkten (1,0) . Samma friga fér punkten (0,0)

Kap. 4.1g
De uttryck f8r bdglingden som kan komma ifrdga stdr léngst ned pa sid. 350

samt pd& sid. 351, formlerna (9) och (10).

Observers att dessa formler &r mycket l&dtta att minnas. Ty om- AT betecknar
en liten &ndring av parametern T, och Ax resp. Ay A&r motsvarande &nd-
ringar 1 x resp. ¥, och As &r lingden av motsvarande stycke av kurvan,

sd gidller pd grund av Pytagoras sats approximativt att
A 2 2
o~ +
As 2 vAx Ay As

by
férutsatt att bagstycket ar si . '

litet att det &r sd gott som
ridtlinjigt. Sdledes

As 22 /(Ay/Ax)2 + 1'. Ax

och pd samma sitt

As 3 /{AX/AT)E + (Ay/AT)2 * AT .

Eftersom bagléngden L &r summan av lidngderna av sddana smdstycken, &ar det

naturligt att

b .
L= [ May/ax)® + 1 dx
a,
respektive
'b A
L= | Aax/ar)? + (ay/at)® art .
8

Den tredje formeln, som gidller poléra koordinater, kommer man fram till om man
resonerar péd analogt sitt utgiende frén den "rét-vinkliga triangeln" i figuren

péd nédsta sida:
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As = Jar)? + (r08)? =

= Jor/88)2 + r2 - A8 As

rA8
OSV. Ar

A0

Exempel 5. Ange ettt uttryck i form av en bestdmd integral fOr lingden av

f8ljande kurvstycken:

a) y = x° . a<x<b
b) x=t° ,y=t5, a<t<b
c)r = sin2 B, 0<e<m.,

alltsd #r bagléngden

n
N
b

Losning. a) dy/dx

b
[ Y1+ (2x)? ax .
a

i

b) ¥ = dx/dt = 2t , ¥y = dy/dt = 3t2 , alltsd
P Sy 53
L=f/(2t)° + (3t)° dat
a
c) T = dr/d0 = 2 sin 0 cos 6, alltsi
T
L={ x//sinh 6 + (2 sin 8 cos 8)2 as .
0
Ovning 8. Berskns lingden av
a) kurvan y = cosh x frdn x =0 +till x= A ,
b) kurvan y = x3/2 frén x =0 till x = 1

et cos t, y = et sint frdn t =1 till t = 3.

¢} kurvan x

d) kurvan r = sin 6 frén 8 = 0 +ill 6 = .
e) kurvan r = 92 frdn 6 = 0 till 8 = w/2 .
Ovning 9. Skigsera kurvan

r=a{l - cos 8),

och berikna kurvans lingd.
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Exempel 6. Ange en parameterframstfllning med baglingden som parameter fOr

cirkeln x° + y2 = 8% (a > 0) .
Ledning. Skriv férst upp vilken som helst parameterframstidllning

x = ¢{t), vy = P(t) £6r den givna kurvan. Uttryck sedan baglingden s som

funktion av parametern t med hjdlp av ndgon av formlerna fdr bdgléngden i
L, 1f. Observera att valet av punkt svarande mot s = 0 &r godtyckligt. Lds
som funktion av s , och sdtt in det s8 erhdllina uttrycket pd t i den ur-

sprungliga parameterframstdllningen.

Losning. En parameterframstédllning f6r cirkeln & x = a cos t, y = a sin %,
0 <t < 2m . Biglingden frén punkten (a,0), som svarar mot t = 0, fram till

den punkt som svarar mot parametervirdet + é&r

t )
/2 4 jg at = | /{— a sin t)2 + (a cos t)2 dt =

0

Le1]
1

a dt = at.

O¥—ct QO =t

Ur likheten s

Inséttes detta uttryck i den ursprungliga parameterframstdllningen sd far vi

at kan vi 1dsa t som funktion av s, och fadr t = s/a.

x = a cos(s/a), y = a sin(s/a) ,

vilket &r den sdkta parameterframstiliningen.

[ X3

Qvning 10. Ange en parameterframstillning med biglingden som parameter till
a) réta linjen y = ax + b

b} kedjelinjen (catenary) y = cosh x = (e* + e ™™)/2 ., Verifiera att i bagge
fallen (dx/ds)2 + (dy/ds)2 = | om parametern s &r bdgléngden.

Kap. b4, 1h

Exempel. Berikna krokningsradien hos ellipsen x = acos t, y = b sin t,
o<t<oer {(a>0,b>0) i punkten (a,0)}.

Lésning. Punkten (a,0) svarar mot t = 0., Vi har fér +t+ =0, x = a,
y=0,%x=0,y=5b, XxX=-a, ¥ =0, alltsd f&r vi enligt formel (15) pd

sidan 355 i CJ krdkningen Kk till

-%x 0= (-eb) _
2 1372 2

o'|@

(X~ + y2 0+b

Krékningsradien, som dr 1/|k|, &r alltsd b/a. (I CJ definieras krékningsradien.

som t/k. Detta férefaller onaturligt; en radie bdr vara positiv.)
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Ovning 11. Berdkna krokningsradien hos ellipsen i fdregiende exempel i punk-—
ten (a/v2, v/V2) .

Ovning 12. Berdkna krdkningsradien hos
a) parabeln y = ax® i origo

b) hyperbeln xy = 1 i punkten (1,1) .

Ovning 13. I vilken punkt pd kurvan y = 1/x2 &r krdkningen storst?

Ovning 14. En bil firdas med konstant hastighet lings kurvan y = e* ., I

vilken punkt &r risken £0r att bilen sladdar stdrst?

Ovning 15. L&t x(t) och y(t) vara godtyckliga tvd ginger deriverbara funk-
tioner och 18t a vara en konstant # 0 . Sétt

u(t) = x(at)

v(t) = y(at) .
Uttryck storheten

. e o4

uv - vu
(W2 + $2)372

i ‘derivator av funktionerna x(t) och y(t). Kommentera resultatet ur geome-
trisk synpunkt. Kan Du formulera en generellare utsaga &n den som Du just fun-

nit?

Ovning 16. Antag att v(s) = (¢(s), ¥(s)) &r en emhetsvektor fér varje s.
D& kan man skriva ¢(s) = cos o(s), ¢(s) = sin al(s) , diar o = al(s) 4&r
vektorns riktningsvinkel. Antag att ¢(s) och W(s) A&ir deriverbara funktio-
ner. Visa att vektorn

u = dv/ds
&r ortogonal mot v , och att léngden av U ar lika med absolutbeloppet av
derivatan do/ds . (Till&mpning: om v(s) &r tangentvektor av enhetslingd till
en kurva och s &r bdgldngden, si &ar |d§/ds| = |k|, d8r «k A&r kurvans

krékning; jfr (14) sid. 354 i ©J.)

Kep. 4.1i. Invarians

I mekanikliroboken [F| anvinds flitigt begreppet invarians. P& sidan 112 sigs
t.ex. att mekanikens lagar dr Galileiinvarianta, dvs invarianta med avseende
pd Galileitransformationen, eller rittare, invarianta med avseende pé alla
Galileitransformationer. En lag, som har formen av en likhet mellan tvd stor-
heter eller uttryck, kan alltsé sdgas vara invariant med avseende pd en given

mingd av transformationer. Lat oss hir undersdka vad en sddan utsaga innebdr.
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Man anviénder ocksd uttrycket att en viss storhet &r invariant med avseende

p& en viss mingd av transformationer. T.ex. sigs pd sidan 116 rad 8 att en par-—
tikels massa dr Galileiinvariant. Vidare konstateras pd samma sida att en par-
tikels kinetiska energi E = mv2/2 inte 4r Galileiinvariant, vilket &r up-
penbart, eftersom m &r Galileiinvariant, medan hastigheten v inte &r det
(formel (1) sidan 110 i EEI). P4 sidan 16k sigs vidare att naturlagarna ir in-
varianta under (alla) tidstranslationer, och pd sidan 166 sigs att som en f81jd
harav den potentiella energin EP miste vara en translationsinvariant storhet
(som funktion av tiden). Vi skall hér férsdka klargdra dessa viktiga begrepp

med hjédlp av nidgra exempel.

Begreppet invariant storhet eller invariant samband (likhet, ekvation) kan
tillédmpas pd vilken som helst mingd av transformationer. Fdr att gdra begrep-
pens innebdrd tydlig bdrjar vi med att studera mycket enkla méngder av trans-—
formationer. De transformationer som det géller Ar i regel koordinattrans-

formationer.

Translationsinvarians. En orienterad linje &r given. Man vdljer en punkt O

pd linjen som origo, och anger pd vanligt s&tt koordinaten x f£Or punkten P
pd& linjen som avsténdet frdn O +till P , riknat positivt om vektorn op

har positiv riktning enligt linjens orientering, annars negativt. Lt . O' vara
ett annat origo och x' koordinaten fér P relativt 0O'. Overgdng frén x-
koordinat till x'-koordinat kallas f8r en translation av koordinatsystemet. Om
0' har koordinaten a i O-systemet, 38 Ar uppenbarligen sambandet mellan nya

och gamla koordinater
(1) x' =x-a

(rita figur!). Om vi har flera punkter P _, k = 1,2,..., och motsvarande ko-

ordinater &r X respektive xﬁ , s& gdller fdrstés
(2) X =x -a, k=1,2,....

Man sdger att en funktion (eller i dagligt tal ett uttryck) f(x1,x2) ar

invariant med avseende pd mingden av translationer, eller tranglationsinva-

riant, om funktionen alltid fir ofBrdndrat virde da x, och x, utbyts

mot xa respektive xé , dvs

(3) f(xi,xe) = f(X%,Xé)
eller med hénsyn till (2)

- a, X. — a)

fx 5

,xg) = f(x

1 1

f6r alia Xq99%, och a .
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Exempel 7. Vilka av nedanstéende uttryck &r translationsinvarianta?

a) X, = %,
b) X, + X, .
Lésning. a) Med hjilp av (2) far vi
t o et = — -_ - = -
(L) x} - x} (x1 a) (x2 a) X, = Xy
Uttrycket &r alltsid translationsinvariant.
b} P& samma sdtt fés
T T = - - = p—
X} + x} (x, - a) + (x2 a) = x, +x, - 2a .

Uttrycket &r inte translationsinvariant, ty likheten (3) &r falsk for varje
a# 0.

Formeln (&) visar att uttrycket X, = %, beror endast pé& punkternag P1 och

22 légen pd linjen och inte pd vilket origo man valt. Detta dr anledningen

till att frdgan om invariansen har intresse.

Att en funktion av ire koordinater f(x1,x2,x ) (eller flera) &r transla-—

3
tionsinvariant definieras analogt.
Ovning 17. Vilka av nedanstdende uttryck dr translaticnsinvarianta?
a.)__|x1 - le a) x,/%,
b),(x1 + x21[2 e) 2%, = X,
c) ]x1| - [x2| £) 2%, - X, - X .

Innebdrden av att ett gsamband mellan tva eller flera koordinater ir transla-

tionsinvariant férklaras 14ttt med hjilp av ndgra exempel.

Exempel 8, Vilka av nedanstéende samband mellan koordinaterna Xys %, och

x, f&ér tre punkter P,, P, och P, pd linjen ir translationsinvarianta?
a) Xy = X, * %,
b) X, = (x1 + x21/2
¢) Ry = Ay =Ky
Lésning. Insdttning av X, =% +a for k=1,2,3 ger i fall a)
1 P ' Q— 1
x3 + a x1 + a + x2 + a , dvs x3 x1 + x2 + a ,
i fall b)
1
' = L 1 ' - R
x5 tas=3 (x1 +a+x)+ a) , dvs x3. (x1 xg)/2 R
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och i fall e¢)

1 = (ot - (! ' = w! o !
Xy + a (x1 + a) (x2 +a) , 4vs X +a=x) - %,

I fallen a) och ¢) har alltsd likheten &ndrat form genom koordinatbytet, i
f2ll b) déremot ej. Likheten b) sigs dirfdr vara translationsinvariant, a) och
¢) ddremot ej. Likheten b) kan alltsd sigas beskriva ett samband mellan de tre
punkternas P, P,, P3 ligen (beskriv detta samband i geometriska termer!).

S& &r diremot inte fallet med likheterna a) och e} .,

Det framgdr av exemplen att en definition av translationginvariant samband
skulle kunna formuleras pd fSljande sétt. Ett samband mellan ett antal koordi-
nater XysXpsees = 14t oss séga tre koordinater -~ s#dgs vara translations=-
invariant, om det kan skrivas pa& formen

3) =0,

ddr f A&r en translationsinvariant funktion.

f(x1,x2,x

Ovning 18. Antag att man vill definiera en tvistdllig operation betecknad
& mellan punkter pd linjen, dvs till ett godtycklight par av punkter P1, P2

skall associeras en tredje punkt P3 = P1 & P2 enligt en bestimd regel. Regeln
skall formuleras genom att P3:s koordinat X5 anges som funktion av koordi-

naterna x, och x, fér P, respektive P, . Vilken punkt p& linjen som &r

origo férutsitts inte angivet. Vilken eller vilka av nedanstéende formler for

X, uttryckt i X, och x, kan komma i fraga for att definiera operationen & 7

3 2
(En eller flera definitioner #r av ndgon anledning ofdrnuftig; tink efter varfdr?)
a) X3 = X, F X,
b) Xy = Xy < X,
c) Xy = (x1 + xa)/2
a) xy = (x1 - xe)/2 .

Invarians under skalfOrindring. I detta fall &r en orienterad linje med en punkt

G, kallad origo given; vi kan ténka oss att det &r x-axeln. Diremot &r lingd-
enheten inte fixerad utan skall varieras. Om e &r en positivt riktad vektor av
enhetslingd, s& definierar vi pa vanligt sitt koordinaten x f&r punkten P
genom

= Xe .

Sl

. =1
Om vi vdljer en ny lingdenhet, dvs en ny enhetsvektor e s& f8r P pé ana-

loght sétt koordinaten x', dir

= x'e' |

3
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Om kvoten mellan l&ngderna hetecknas med k , dvs e = ke' , 88 giller tyd-

ligen
(5) x' = kx .

Koordinattransformationen (5) kallas f8r en skalférindring. Samma transfor-
mation Ar givetvis aktuell d& det &r fraga om andra fysikaliska storheter &n

ligen pd en linje, t.ex. hastighet, massa, tryck, elektrisk stromstyrka osv,

Att en funktion &r invariant under (godtyckliga) skalfdrindringar definieras
analogt med translationsinvarians. Exempelvis sidgs en funktion av tvd koordi-

nater f(x1,x2) vars invariant under skalfSrindringar, om

f(x%,x'z) = f(x1,x )

2

dvs

flkx, ,kx )

1? 2) 2
f8r alla %k # 0 och f6r alla %, och X5

= f(x1,x

Exempel 9. Vilka av féljande uttryck dr inverianta under skalfdrédndringar?

a) X, *+ %,

b) xj/x2
L&sning. a) Av formel (5) dvs x} = kx,, xé = kx,, fér vi

1 ot} = gt b =
f(x1,x2) x} + x}, k(x1 + x2) kf(x1,x2)

Om k # 1 och X, + X, # 0, s& &r alltsé X, * %, # x% + xé . Uttrycket &r
dérfdr inte invariant.

b) Vi fér pd samma sdtt
Vix! = -
x1/x2 (kx1)/(kx2) xI/x2 .
Uttrycket &r sdledes invariant.

Ovning 19. Vilka av nedanstdende uttryck &r invarianta under skélféréndringar?
a) X, - %,
b) (x1 + xz)/x1
2 2
c) x1x2/(x1 + xa)
a) x1x2/¢x? + xg
Innebdrden av att ett samband mellan tvé eller flera koordinater Ar invariant

under skalférindringar kan 1itt férstds i analogi med det f8regaende.



Ovning 20. Vilka av nedanstdende samband Ar invarianta under skalférindringar?
a) Xo = Xy o+ X

b) x. = 2x., - X

e) X, = XX

— W
no

2
e
0

g) x

= N W R W

h) x

Rotationsinvarians. Verkligt intressant blir frdgan om invarians forst di man

studerar flerdimensionella storheter, t.ex. ligen hos punkter i ett plan (el-
ler i en rymd). Lat ett ridtvinkligt koordinatsystem (xy) vara givet i planet.
Infér ett nytt rdtvinkligt koordinatsystem (x'y') med samma origo som férut,
men med nya axelriktningar pé sia sitt att x'—axeln bildar vinkeln Y med
x-axeln, vréknat i positiv led.

y! ¥

Y

X

Sambandet mellan nya och gamla koordinater kan d& skrivas (CJ sid. 361)

(6) x' =xcos y+ysiny

y' =-xsiny +ycosy. ’
eller
(7) x=x'"cosy-y'" giny

x'" siny +y! cos ¥ .

Formlerna (6) och (7) skiljer sig tydligen &t blott genom platsen fOr minusteck-
net. Detta dr naturligt, eftersom byﬁe av x' mot x och y' mot ¥y svarar

mot tecken#indring hos Yy, och cos(-y) = cos Y, sin{-y) = - sin v .

I analogi med det f8regdende sigs en funktion f av ett koordinat-par (x,y)

vara rotationsinvariant, om
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(8) flx',y') = £(x,y)
f8r alla (x,y) och vy. Hir férutsitts givetvis att primade och o-primade
koordinater hinger ihop genom transformationsformlerns (6), (7). En funktion
f(x1,y1,x2,y2) av tva koordinatpar (x1,y1) och (xz,yg) sigs vara rota-—
tionsinvariant, om

£(xl L8 5x5,y5) = £x,,¥,%5,5,)

fér alla (x1,y1), (xa,yz) och alla ¥y .

Exempel 10. Vilka av féljende uttryck &r rotationsinverianta?

a) X+ y2
P)x+y .
Ldsning. a) Av formlerna (6) fér wvi
(X')2 + (y')2 = xe'cos2 Y + 2xy cos ¥ sin Y + y2 sin2 Y +

+ x2 sin2 Y - 2xy cos Y siny + ¥y cos2 Y = x2 + y2 .

Uttrycket dr alltsd invariant.
b) Av (6) fas
x' + y' = x(cos v - sin y) + y(sin v + cos Y) .

Fér de flesta védrden pd x, ¥y och Y kommer tydligen x + y och x' + y!
att ha olika vdrden (undantag &r <y = heltalsmultipel av m/2, prdva sjilv!).
Fdr t.ex. vy =7w/4% blir

x'+y' =2y,
vilket uppenbarligen inte &r lika med x + y fOr alla x,y. Uttrycket

X +y 4&r alltsd inte invariant.

.

Ovning 21, Vilka av féljande uttryck &r rotationsinvarianta?
2 2
a) x° -y
b) X%, *+ ¥y,
¢) Xy, = XY,
2 2
a) (x, = x,)° + (y, - y,)
2 2
e) (x1 + xg) + (y1 + y2)

f) |X1 - Xgl + Iy1 - y2|
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Kap. 4.1k

For att berdkna areen under kurva given pd formen y = £(x) kan man givetvis

anvénda formeln

b
A= f(x) ax .
a

Om kurvan 4r given 1 poldras koordinater r = £(8), a <8 <0, s8 kan man an-
vanda formeln

-1
A=3

som férklaras lingst ned péd sid. 371.

Ovaning 22. S8k arean av det omridde som begrinsas av

a) kurvan y = 1/(1 + xg), x-axeln, y-axeln och linjen x =1,

b) kurvan vy = X e x, ¥-axeln och linjen x = 2,

Ovning 23. S0k arean av det cirkelsegment som avgrdnsas av en diameter i en
cirkel med radie R och en linje parallell med samma diameter p& avsidndet
R/2 frén denna. Ledning: Om Du fir en integral innehdllande uttrycket-

‘ fﬁQ - x2 ., g£0r substitutionen x = R sin t.

%]

Ovning 24. &) Skissera kurvan r = a sin 6, 0 < 8 <7 (a > 0). Ber#kna arean

av det omrdde som omsluts av kurvan.

b) Samms uppgift f8r kurvan r = a(l - sin(8/2)), 0 < & < am,

Uvning 25. Beridkna arean av det omrdde som begrénsas av x—axeln, linjen x = 2y

och ellipsen (xz/h) + y2 =1,

I ménga fall méste man sjdlv berdkna integrationsgrianserna Idr den integral

som ger den sdkta arean. Vi visar ett exempel péd detta.

Exempel 11. Berékna arean av det omrdde som begrénsas av parabeln y = x2

och linjen y = x + 6.

Lésning. Vi bestdmmer x-koordinaterns for de bigge skirningspunkterna mellan
parabeln och linjen (rita figur) ur ekvatiomen X = x+6 som har rét-
terna -2 och 3. Den sdkta arean &r lika med skillnaden mellan arean under

linjen och arean under parabeln, alltséa

3
f(x+y)ax~- | X dx = 20 % .

-2 -2

ﬁvning 26. Berdkna arean av det omrdde som begrénsas av kurvorna y = 5x2 och -

v o= 1+ 2x° |
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Owning 27. Ber#kna ett nérmevirde till arean av det omride som begrénsas

av kurvan y = e X , Yy-axeln och linjen ¥y = x.

L&t C vara ett kurvstycke med ekvation i parameterform

x=x(t), y=yt)l, a<t<p.

UHtrycket
(1) f ydx
C
definieras d& (CJ sid. 367) som
B B
- (2) [ yxat = [ y(t)x(t)at
: o o

P4 analogt sdtt definieras uttrycket
(3) f xdy .
c

En och samma kurva kan ju parametriseras pd manga olika sitt. Det &r viktigt
att férstd att uttrycket (1) (liksom (3)) har samma virde fér alla val av
parametrisering f3r ett och samms kurvstycke. (Om det inte f£8rhdll sig si
sd skulle ju ovanstiende definition av (1) och (3) leda till en orimlighet;

varfér?). Vi ger en Svning som illustrerar detta.

Ovning 28. L&t € vara kurvstycket y = x2/3 » 0 < x <8, Kurvstycket kan

parametriseras pd bl.a. féljande tre sitt

(A) x=t, » y= t2/3 ’ 0 E.t 5_8
() x=uw’ , y=uw , 0<us<z
(c) x = v?’/2 , Y=V , 0<v<h,

a) Visa att integralen (2) har samma virde f8r alla tre ﬁarametriééringarné.

b) Det gemensamma virdet av de tre integralerna som nyss berdknades ar Ju
IC ydx enligt definitionen., Berédkna &ven IC xdy. Tolka dessa bigge inte-—

graler som areor,

c} L&t ¢(w) vara en godtycklig deriverbar funktion pd O < w < B sddan att
$'(w) > 0 fr alla w, och ¢(0) = 0, ¢{B8) = 8. Bilda en parametrisering
av kurvstycket C genom

(0?33, o<w<p

x=¢(w) , y=0¢
(observera att ¢(w) > 0 £fr 0 < w f_B) . Visa att uttrycket (2) har samma

virde f6r denna parametrisering som fér de tre parametriseringarna (A), (B), (C).-
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Ovning 29. a) Berikna arean mellan x-axeln och kurvan y = 1 - x2

b} satt x{(t) = sin t, y(t) = cos® t, - m/2<t<m/2

Berékna integralen
w2

[ yxas
-w/2

(CJ sid. 365-366).

c) Verifiers att integralen i b) genom substitutionen x = sin t &vergdr i

det vanliga uttrycket fdr arean A, ndmligen
1
f {1 - xe)dx .
-1
d) L&t C vara den orienterade slutna kurvan bestfende av x-axeln frén
x =-1 till x = 1 samt av parabelbdgen y = 1 - x°  frén {1,0)
t111 {-1,0). Verifiera att arean inom C &r lika med

- f ydx .
C

Kap. 4.11-n

Se Ovningar i integralkalkyl av Gunnar Edvinsson.



Kap. h4.2-4.9

Ovning 30. En partikel med massan m glider utan friktion nedfdr parabeln

y = 2px2 . Partikeln startar frédn en punkt pd hdéjden h &ver x-axeln.
a) Berdkna hastigheten ndr partikeln passerar origo.

b) Ber#ékna storleken av normalkraften frén parabeln pd partikeln nir den

passerar origo.
¢c) Formulera ett uttryck fér den tid T som det tar fér partikeln att glida
ned till orige.
Ovning 31. En partikel med massan m rdr sig i ellipsbanan r = (A cosfmt,
B sin wt}, dir + 4&r tiden.
a) Berikna hastighetsvektorn v som funkiion av tiden.
b) Bersikna accelerationsvektorn a som funktion av tiden.
¢) Visa att partikeln pdverkas av en centralkraft.
d) Visa att i punkterna (A,0) och (0,B) giller att

2l = +*/p ,
ddr p &r banans krékninésradie (i respektive punkt).
e) Undersdk om sambandet |a| = v2/o giller i alla punkter pd kurvan.
Ovning 32. L&t f(x) vara en monotont vixande deriverbar funktion i inter-
vallet [0,a], £(0) = 0. En partikel startar frin vila i punkten (a,f(a))

och glider under inverkan av tyngdkraften utan friktion léngs kurvan y = £(x).

Ange ett uttryck fér den tid som &tgdr tills partikeln ndr origo.

Ovning 33. En partikel med massan m rdr sig pd x-axeln frin puntken %
till punkten x F(g)gx . Infdr beteck-

under inflytande av kraften F(x)

2
ningarna X,
det av kraften utrittade arbetet W, = J P(x)dx
%
partikelns kinetiska energi E = mve/2 ,

k
Definiera vidare den potentiella energin Ep(x) {s8 nir som péd en additiv kon-
stant} genom ekvationen
- M: F(X)
Tx .
a) Bevisa, utgiende fran Newtons rdrelselag, likheterna

2
2

- %-mvz = E - E

i 1 k,2  k,1

1
(1) W, ==
1275
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(2) W, = EP,1 - EP’2

(Index 1 och 2 avser vidrdena av respektivé variabel 1 punkten X, respektive

X Ledning: g&r variabelsubstitutionen x = x{t}, t tiden, 1 integralen som

2')
definierar W12.

b) Visa, likaledes utgdende frén Newtons rdérelselag, att den totala energin

E = Ep + B, &r konstant under rbrelsen (som funktion av tiden).

¢) Visa slutligen f8ljande omvéndning till pdstdendet i b). Om

E = EP + Ek &r konstant, sd mdste kraftekvationen m¥v = F(x) gdlla under

hela rdrelsen.

Ovning 34. L&t Ep(x) och F(x) ha samma betydelse som i féreglende uppgift.
Antag att Ep(x) =k log |x|, x # 0 . Berskna ¥(x). At vilket hill &r kraf-

ten riktad om k < 0%

Ovning 35. Beteckningar sésom i Owning 33, Berikna Ep(x) om F(x} A&r

a) — kx2 d) k/x2
b) kx e) k/x"
o) K/x

Ovning 36. En partikel med massan m 1rdr sig pd x-axeln i den symmetriska
potentiella energin Ep(x).'("Symmetrisw innebdr hir att Ep(x) ir en jimn

funktion, dvs Ep(x) = B (-x) fér alla x). Antag att den totala
\ AN j__E

}
|
I
i
I
]
i

— e - — —

- X
. -A ! A i’
energin E &r lika med EP(A) = Ep(—A). Partikeln svinger fram och tillbaka
mellan x = A och x = - A. Hirled ett uttryck fér svingningstiden T.
Ovning 37. DBerdkna T i féregdende uppgift om Ep(x) = p|x| dir p &r

en konstant.

Ovning 38. Berikna T i Ovning 36 om Ep(x) = %—kxe. Viga att T inte
beror av A i detta fall.

Ovning 39. Beteckninger enligt Ovning 36. Visa att om Ep(x) dr deriverbar i

slutna intervallet E}A,AI sé &Ar integralen for T alltid konvergent.
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Ovning 40. En partikel med massan m &r i vila i punkten x = x> 0 pé

x-axeln. Den paverkas av kraften F(x) = - s k>0.

NIW
O

a) Berskna hastigheten + som funktion av x .

b) Berdkna ett uttryck fér den tid T som det tar fér partikeln att falla

in till origo.

c) Om Du kan och orkar, 18s integralen i uttrycket fér T . Om inte, visa

dndd att T &r proportionell mot xg/e.



10,

11.

12.

13.

h,

17.

18.
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a) x=2t,y=1-1%t,0<t<1

b) x=3+2cost,y=5+2sint, 0 <t <25
L=

c)x=2" + 1, y=1t, - 1<t <1

d)x'-”t-.-y:?d for -éit<0,x=cos(—“t),y=‘l+sin(%-t)

for 0<t<m,

a)n -3 = (- 1/V3)(& - 1)
b) n - V2 =28+ /2

e) 3n-1)=¢ -2
Tengent n = = 28, normal & = 2n.

Kurvan har tva grenar genom origo svarande mot % = 0 (eller 21) respektive

t = 7. Tangenternas ekvation n = 2f resp. n = - 2£ , normalernas
£ =-2n resp. &£ = 2n.
a) sinh A

b) (1332 - 8)/27 ~ 1,44
¢)(e> - e)/B

a) =

0 (s 32 _8)/3 2,82

8a

a) Exempelvis x s/\/a.2 + 1, vy=5D+ a,s/xfa2 + 1, s&ER
b) Exempelvis x = log(s + V1 + 52) s ¥ = /1 + 82 , séR

2 .2 3/2
(B /(ab)

a) 1/(2a)
b) /2
(5/6,571/3y

Krdkningen &r stfrst i punkten

Sladdningsrisken &r stdrst ddr krdkningen &r stdrst, dvs i punkten

(- 3 log 2, 1//3) .
(a) och (f) &r translationsinvarianta.

Endast (c¢) ken komma ifrdga, ty sambanden (&), (b) oeh (d) #r inte transla-



19.
20.
21,
22.

23.

2k,

25.
26.
o7,
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tionsinvarianta.

(p} och (c)

(a), (b), (a), (£), (g} och (h)}
(b), (e), (a) och (e)
m/h

P+ 5 n 0,96 82

a) ﬂae/h

b) a (3L - L) g 0,718
m/4

4W3/9

0,27

28, fyax = 19,2 , [ xdy = 12,8 .

29.

30.

31.

32,

3k,

4/3
vegh .
mg + Smgph
0 At holel .
T = f D dx , dar X, &r x-koordinaten fér utgings-
0 2Vgp(x0 -x")
punkten, dvs h = 2px§
v=r= (- wh sin wt, wB cos wt)
a=1r=- w2(A cos wt, B sin wt) = - wef
F=ma=- mme; &r alltid riktad frén partikeln i riktning mot origo

Nej. Att sambandet giller i punkterna (A,0} och (0,B) beror péd att
accelerationsvektorn i dessa punkter &r normal mot kurvan. Allmdnt
gidller att a = vg/p , dir a ir komponenten av a i kurvans

normalriktning.

/4 s f'(x)e dx

f

0 v2g(h - f{x)}

F{x) = - k/x. Kraften &r riktad bort frédn origo, om k < 0 .




35.

36.

37.

38.

4o,

a) kx3/3
b) - kx2/2

c) - k log |x|

I samtliga fall &r Ep(x) bestémd blott s nar som pé en additiv konstant.

A
/35 | o
0 vYE (A) - E (x)
P b

L/2Am/p
om/m/k

a) v=1Vy 2k % _.l_) , 0<x<x

m XO

X
0 [ XX
o) TV o S a
o %o~

X

’
dér c = f Vz/{1 - z)dz .

0

2k

99 -

d) - k/x

e) -

(n - 1)

0

ax =V/§: cxg/2

k

*

n-1
X

(n# 1)
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KAPITEL 5

Kap. 5.3

Exempel 1. Skriv polynomet f£(x) = x2 SOm en summa av potenser av x - 2,

dvs bestim ¢y sd att

f{x} = cy * CT(X - 2) + CE(X - 2)

2

Verifiera att ¢, = f(k)(2)/k! f0r k=0, 1, 2

k

2 + h och utveckla kvadraten

b+ Un o+ n° =

b+ bx - 2) + (x - 2)° .

Ldsning. (Jfr 5.3 a i CJ) S&tt x

H
0

£(x) = £(2 + ) = (2 + 1n)°

e, =k , e.=1. Vi finner vidare att f(2) =14 ,

Vi har alltsé ¢

0 1 2
£ {2y =4, f"(2) =2, vilket stimmer med formeln fér Cy -
Ovaing 1.  Sdtt f£(x) = x> - x . Bestam ¢, »E=0,1,2,3, sbatt
identiteten
. _ _ 2 ~ 3

f(x) = g * c1(x 3) + 02(x 3)° + c3(x 3) )
géller. Verifiera att c, = f(k)(B)/k! , k=0,1,2, 3.
Owming 2. a) S&tt

f{x) =7- 3x2 + 11x5 - 5xk + 13xT .
Berikna f(”)(o) .

oy (n) . .

b) Sitt f(x) = £ c x . Berdkna f£' '(0) (uttryckt i koefficienterna

ck) fér varje heltal n > 0 .

Ovning 3. Genom att betrakta f(x) = 1/(1 - x) som summan av en geometrisk

serie inser vi att identiteten
o
flx) = 1/(1-x) = 1+x+x°+x+ .23 %,
0
géller for |x| <1, Verifiera, t.ex. f6r k =0, 1, 2, 3, 4 - helst fér alla k -

att formeln ¢y = f(k)(o)/k! giller &ven i detta fall, dvs hir

1= £ (0) /e

Kap. 5.4

Antag att £8r en viss funktion f +vi kénner f(0) och £'(0) och vill snabbt
och latt skaffa oss ett nirmevirde fér f{h), d&r h &r ett litet tal. Eftersom
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1im M = f'(O),

£+0 t

58 vet vi att (f(t) - £(0})/t &r nidra £'(0) , om t &r tillrickligt liten.

Det &r d8rfor naturligt att fdrmoda att

£(n) = £(0) 1 (o)

h -]
och siledes
f(h) =& f£{0) + h-£'{0) .

Uttrycket i hdgra ledet ovan blir dirfdr vart nirmevérde £f5r f£(h) .

Exempel 2, Ange ett narmevirde till

a} 1n 1.05
) YT.i2 .

Lésning. a) om f(x) = 1n{1 + x) , s& &r f'(x) = 1/(1 + x)} och séledes
(o) =0, f£'(0) =1 och virt nirmevirde blir 0 + 0.05:1 = 0.05 .

b) flx) =Vk +x ger f£(0) =2, f£'(0)=1/4 , varav nirmevardet
2+ 0,12+(1/4) = 2.03 .

Ovning b. Ange ett nidrmevirde fOr
0.02
a) e

b) V/1.06
c) V3.92

Det &r nu naturligt att fréga sig hur stort felet d4r i de nirmevirden som be-
réknas pd detta sitt. Taylors formel ger ett svar pé& denna friga. Om vi vdljer

n =1 i formel (22) och f8r enkelhets skull tar a = 10 sé far vi

f(h) = £{0) + hf'(0) + R1 .

gér R, &r given t.ex. av (20) eller (21), dvs

2

R, = 3~ £7(&) ,

fér négon punkt & 1 intervallet [p,h]. Termen R  som ju &r felet i nirme-

i\)‘b“

virdet £(0) + h-f'(0), kan sd8ledes uppskattas med hjédlp av andra-derivatan

t111l funkticnen.

Exempel 3. Ge en uppskattning av felet hos de nérmevirden som beridknades i
Exempel 2.
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Losning. a) Om f(x) = 1n(1 + x), sd dr " (x) = - 1/(1 + x)2 och s8ledes
[£"(E)] £ 1, eftersom 0 < £ < 0.05 och séledes & > 0 . Vi fér alltsd
2
R, | <232+ 1 <0.0013 .

Felet &r sdledes < 0.0013.
) flx) =V + x ger f"(x) = ~(1/b)(4 + x)*3/2 och sdledes
le"(e)] < (1/m)w32 = /32,

eftersom & > 0 . Alltsé

2
0.12 1
|R1| LT e g < 0.0003 .

Felet &r alltsd < 0.0003 .

Ovning 5. Ge en uppskattning av felet i de nérmevirden som Du berdknade i

Owning b4.

Ledning till Ovning 5 ¢. Eftersom = 0.08 <& <0, sd & L+ & >3, varfér .

man exempelvis kan anviénda uppskattningen
1/(h + 5)3/2 < 1/33/2 < 11,73 < 1/3 .

(Observera att det ricker med tdmligen grova uppskattningar!)

Om man behdver noggrannare nirmevirde, s kan man ta med en eller flera ytter-

ligare termer i Taylors formel, Med n = 2 lyder formeln

2
(1) £(h) = £(0) + h.£'(0) + 2= £"(0) + R, ,
I h3 t
(2) dér R, =37 £ (%)
f8r ndgot £ i intervallet [p,ﬂl .
Ovning 6. Berskne ndrmevirden £3r de tre uttrycken i Ovning 4 med hjilp av

formel (1), Anvind fem decimaler. Uppskatta felet med hjdlp av (2). Kontrollera
Din feluppskatining med hjidlp av fickkalkylator, om Du har tillgéng till en sidan.

Ovning 7. Berdkna ett nirmevirde till eo'2 med hjédlp av Taylors formel med

n =3 . Uppskatta resttermen, som i detta fall kan skrivas

Ry = (hl‘/h:)f(l‘)(g) £4r ndgot £ i intervallet [0,h] .

Exempel 4. Berdkna ett ndrmevirde till sin 0.1 med tre korrekta decimaler.





