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KAPITEL O, INLEDNING.,
(2 september 1961)

Linedr algebra 6ver en fix kropp k, dvs, teori for vektorrurp over
k och linedra avbildningar mellan ‘_sidana rum, i4r en mycket vilkind och
betydelsefull gren av matematiken, De viktigaste tillimpningsomradena dr
teori for linedra ekvationssystem, matriser, determipante:{ k\{adratiska
former, grupprepresentationer och kropputvidgningar, (Se t,ex, Birkhoff-
Maclane, A Sutvey of Modern Algebra; Bourbaki, Algéiifej Gel Tand,
Lectures on Lidear Algebra och van der Waerden, Algebra I-—II.)

De matematiska objekt; som uppfyller axiomen f(‘ir vektorrum, dir

k ersatts med en ring./\ , kallas for mddier over N « Till exempel kan .

varje abelsk grupp betraktas som en modul 6ver ringen av de hela talen

{(Kap, 1), For mo"t'iulex': ir de vanligaste satserna fér vektorrum (existens av

bas, dualitet mm, )i allminhet ej sanna, mén man har ofta behov av att kunna

sdga nigonting dven i modulfallet, Aven om man begriansar sig a priori till

linedr algebra 6ver k, leds man ndmligen till modulproblem, Exempels

Studiet av linedra representationer av en grupp G i velktorrum o6ver k dr

ekvivalent med studiet av moduler 6ver klG! , gruppringen av G 6ver k (Kap.1)
Men det dr framforallt topologien, som levererat modulproblem f{6r

vilka linedr algebra 6ver en kropp ej varit tillracklig (Kap. 2)s Speciella

algebraiska 1&sningsmetoder har di fitt anvindas. Se Cech [3] och

Kiinneth [ 18].

- - i LY
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Omkring 1940 bérjar en visentlig utveckling av algebranjy man fi:‘)r:
stker dverfora sd mycket topologi, som mojligt till algebran, Det ir _sélunda
omkring 1943, som Eilenberg-MacLane [5] s och oberoende av dem H, Hopf [5]
och Eckmann [5] infér homologi~ och kohomologigrupper for godtyckliga
abstrakta grupper, Ar 1945 gér Hochschild samma sak f6r associativa
algebror [5] s och Eilenberg-Chevalley ES] studerar senare Lie-algebror
i samma anda,

Dessa grupper fick tidigt stor anvidndning i t,ex, Galoisteori, teori
for grupputvidgningar och algebraisk topologi [5] + Explicit berdkning av nigra
av dem visade att de i allminhet miter avvikelsen frdn ndgon enkel algebraisk
lag,

Det var tidigt klart, att de tre teorierna hade mycket gemensamt,
men det var forst omkring 1950, som H.Cartan och Eilenberg lyckades genom-
fara en syntes av dem [6] [2] Deras nya, rent algebralska teori presenterades
1956 i en nu klassisk bok fz] s vars titel Homological Algebra 4r naturlig
énligtdet foregiende.

Det visade sig, att moduler &ver en ring A , spelade en visentlig roll,
och Cartan-;Eilenbergs teori kan betraktas, som en metod att mita avvikelsen
for satser sanna f6r vektorrum, att vara riktiga dven i modulfallet, En
vidseutlig roll spelar hirvid kategoribegreppet, som inforts tidigare av
Eilenberg-MacLane [7] , Man betraktar ndmligen alla moduler 6ver en fix

ring /\ » och alla modulhomomorfismer mellan s3dana moduler som en

enhet, kategori, i vilken man vill studera ovannimnda avvikelseproblem,
Hdrvid d4r man mindre intresserad av modulerna sjilva dn av

avbildninga_mrna mellan dem, och idnnu mindre intresserad d4r man av elementen

i en modul, Allminnare kategorier definierar man genom att stilla axiom p3

abstrakt givna mingder av avbildningar, och i det allminna fallet kan man ej

tala om element i ett objekt i en kategori pd samma sitt som man kan tala

om vektorer i ett vektorrum,

Mycket viktiga dr dven vissa avbildningar mellan kategorier, sk,
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funktorer, och de ovannimnda avvikelserna mites med s,k deriverade
funktorer, liksom avvikelsen fér en reell funktion fran. att vara linedr
mites med de deriverade funktionerna (liknelsen haltar litet e Homologi:-
och kohorpdlogigruﬁper erh3lles sedan som derivator av limpligt valda |
funktorer;

Vi kommer i det f6ljande, i mobats till vad som i aliminhet a7
fallet i exiétera.nde litteratur [ZJ /[20] forsoka gora en mycket kani;et gqh
samtidigt vilmotiverad framstillning av den homologiska alg:,eb;:a"ri:i Vi skall
i kap, 1 skriva upp de viktigaste satserna for vektorrum, ge motexempel till
dem i modulfallet, och sedan undersdka vad ;nan_ trots allt kap séf,g_a_i_. d_e_ita fallé
P4 s3 sitt leds vi naturligt till de viktigaste begreppen i {2}« 1de senare
kapitlen féljer s& den allminna teorien,

Det dr ingen idé&; att pd detta stadium ge en _detaljera_d bvexsikt av
den kraftiga utveckhngen av den homologiska. algebran, som f&ljt pd Cartan-
Eilenbergs bok, Vi ndjer oss hir med att papeka, att de vasenthgaste b1dragen
kommxt frdn Grothendieck [9] [1 0] [1 IL [] 2],- [] 3] [l 43 {_I ﬂ (j 6] och Serre

LZ 1-J ,‘»_[22;]_,,} [2_3},‘,[2,4},_’ [ZSJ ; och att Lerays s_p'ektra.lswter 0 9], som redan fanns
med i [ZJ visat sig alltmer betydelsefulla, ¥ 6% nirvarande bar homologisk
aiggbra fu_ndamenfala_ tilléimpningar .ii:

1) Den moderna algei)raiska gebm_e,ti’ie'n’. vilken dven _in;hef_a_,tt_ar

talteori 6ch absirakt algebira, [10],{11),.112], 134 11 4],124); 23R4 L3t oss

endast nimna étt exempel;. Riemann har studerat den s, k, zetafunktionen,

som f6r Ras > 1 ges av o0
:; (s) = Z n'®
n=1

och for andra s genom analytisk fortsittning, Fuuktionen har nollstillen i
-2, -4, -6,.,. och visentlig fo6r studiet av primtalens férdelning ar frigan
om alla dvriga nollstdliin har realdelen = l/Z(Riemanns hypotes),

Inspirerad av "—Neil [27] har Grothendieck }nftért ett slags kohomologigrupper

for de hela talen. Med hjdlp av dessa kan t,ex, Riemanns funktionalekvation
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tolkas som en dualitet f6r Weilkohomologien, analog med Poincarés
dualitetssats for vanliga topologiska mdngfalder och vanlig kohomologi, Det
dr mycket troligt, att riktigheten av Riemanns hypotés, snart kommer att
kunna avgdras med dessa metoder. )
) 2) Topologien, och speciellt den algebraiska topologien.{\;], a, d, e, fj
Den s, k, f\%ech-Leray:{Jartanska kohomologiteorien for tbpologiska rum, med
allminna koefficienter (faisceaux) hade tidigare D, a._J ,Ll?] en ganska obskyr
motivering, och gav endast tillfredsstidllande resultat for parakompakta rum,
alltmedan man hade behov av en teori f6r allmidnnare rum i den algebra1ska
geometrlen [24] Grothendieck U OJ har generaliserat denna teori {ill god-
tyckliga t9po’logiska rum, och erhdller kohomologigrupperna som deriverade
funktorer, Som biprodukt fir man ett enkelt och konceptuellt mycket tillfreds-
stillande bevis f6r en berdémd sats av de Rham om mojligheten att berdkna den
reella kohomologlen av en differentierbar mangfald med hjilp av differential-
B : homoloyisk/
former, []7, pJ SIJ Slutligen har icke 11ne5€1gebra, _med viktiga tillimpningar
i algebraisk topologi utvecklats av Dold och Puppe 4]
3) Teorien f6r analytiska m8ngfalder (allminnares analytiska
méingder)_och dirmed teorien fér funktioner av flera komplexa variabler,
(l s b, C, g] . Vi pdpekar endast, att Grothendieck har funnit ett rent algebraiskt
bevis f&r existensen av "modulrum'" till Riemannska ytor av fixt genus g,
Dessutom har den homologiska algebran stillt problem fér logiker

och grundlagsforskare(liﬁ] . En del av dessa problem har 16sts av Grothendieck

(se [C} )e

Tillimpningarna inom analysen , 4r bortsett frdn 3) och analytisk

{L';

talteori (dir for 6vrigt dnnu ingenting publicerats) ganska fitaliga, En av -

orsakerna till detta dr foljande:

LAt f vara en linedr avbildning mellan tva _/\—moduler E och F
f
E —2>F

D3 inducerar f en /\ -isomorfism:
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f
{AB) E/Kerf T Imf (Kerf=f" (O), Imf=£(E) ),
och denna Likhet ar vasenthg v1d utarbetandet av homologlsk algebra. (Hela

tekniken med s,k, exakta sviter, bygger pd detta faktum), .

Omnu = och ¥ dr t,ex,. Banachrum. och kontmuerhg, sa ar

——

f i allmidnhet ej-en topologisk 1somorf1sm.

Exempel: = = C|0, ﬂ och F = QI(O I) 14t f vara avbildningen, som till varje

l{)g Z ordnar motsvarande ekvivalensklass i 7, _,et ar klart att f ar kontl.nuer-

lig och lineir, Dessutom dr Her =0, Tm (AB ) vore sanii, _ﬁsaii__ :
fullstandlg och alltsa sluten i ¥ E;(Tar givetvis forsedd med den 1nducerade
topologien), Men eftersom f(Z) dr tati 7, Eigngbél_ride_tt.a..atzt.: f(E) = f(:) = F,
Allts@ maste varje Lebesgueintegrerbar funktion i)i‘@,’]j vara 'k?ontinue_r-lig
efter korrektion p4 en nollindngd, vilket onekligen verkar lite suspekt,

Nir maﬁ ea giag funnit en metod, att fér en given kategori mita
avvikelsen frdn (AB), sd kan man hoppas pd iiitressanta tilléirhﬁ‘t’jiing"a';;.:‘-ti

4

funktionalanalysen,

1
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KAPITEL 1. INLA.DANDE DEF INITIONER QCH

SATSER.’
omes eend (2, :9-6ch 16 september:1961)

b T AT

§] mOdulero L3t k varaen l-cli‘oppwoch U, vV, W vektorrum dver Ke

Da galler som bekant fdlja.nde v1kt1ga satser,

Sats. A, Det fmns en bas fbr V.

H k3
A S PIECETE I

oAl o E 2l

Sa.ts B Lat W vara ett 1ineart underrum t111 V. Da kan varJe hnear av-

b11dmng fran W t111 ett lmeart rum U u*v1dgas till en hnear avaldumg frin
V till U.

Sats B ir en omedelbar fokid av sats A,
3

§Om nimnts i kap.O it det intressant aft studera vad som giller motsvaratide
satserna A och B, nir man ersatt k med en ring /\
Vibsrjar med nigra definitioner,. LAt /\ vara en ring med enhet Iy

Definition, . En abelsk grupp M. kallas ea (unité‘r,} vinster) /\ _-medul om

det finns en avbildning @ : /\ x M—> M som uppfyller féljande axioms

'(~Vi'"'skx;iifer fp(k,rn) =N m),

) =Xom +Xem,

1) )= (m‘+m

2) (7\]+)\,2)}_m Ay*m+A,?m

1 2

n

¢ m

3) Ky (gpem) = (h ey

4) Il m=m .,
Exempel 1, Varje abelsk grupp M kan betraktas som en Z modul, ofter-

som km &r definierat {8r varje heltal k och varje m & M, och, som

Litt inses, axiomen 1) - 4) idr uppfyllda,
f Exempel 2, L3t G vara en idndlig grupp, Betrakta mingden av formella

lineirkombinationer




Fhg® , PgEZs £EC

med a}dditib’n definierad genom

(@n_g) # (5 my) =B lagtm Jg

{3t

Vi’ anvander gruppstrukturen pa G- for att de iniefa en multlphkatlon genomm

my8) T Engmggte’

V1 har alltsa konstruerat en r1ng Z[G] grupprmgen av G over Z.

(En g)(E m

= iZ

A /\ rGJ Ty e fE L KEn wd -.-".\‘.‘L B ,W 4oL rneaiade

f-en kropp och K en'in hg Gélow utv1dg mg av k (se Bourbaki;

:,; 7 R - e 5 e.ﬁ.-t.‘-..,
hix 3 PE AP ¥»-}zbg LY L 5gLer

Algébre Chéf).” V “““ § 10 n° I) samt G Galmsgruppen for K med avseende

;L Saun &Y

Latw l‘é':_ . f."

55 e S

pa KTGT opererar da pa K och K kan betraktas,bsom en Z[G]—modul

oni v1_def1n_1erar;
S (E l’].g g) ¥ ‘-x = ‘Z ng 4 (g_&x), x &€ K

DO REt IRaves Wrpan DBs 1 D

Ty

(Dettal sr ekvivalent med satsen om &xistens av uéiialbas for Galaxsumag-

ninga#;.. Se Bourbaki, Algébre Chap. V, 10, n© 8,
g P

o v £ LTy

Fna >A moduler och Sats A

Vi kommer nu att undersoka Sats, A i allindnna fallet; och infér dirfor ndgra

enkla begrepp.
av.€lement i M siges vara fri eller linedrt

Definition, Familjen' (m: )(1 =1
e

=0

oberdende om for varje familj {)\ } dar nastan alla Ay
o,({I

ZX *m_ =0.=2> N =0 {6r varje a € L,
a a a -

Familjen (m ) sdges generera M eller vara ett g_en_@x.at()}‘l‘is.ystemitill

ac 1

M om varje m & M kan skrivas

N~
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TN m_ dar nistan alla A =0

(nastan alla = alla utom &dndligt méinga).

Familjen (g_ﬁ_i‘a < 1. Séges vara en N -bas till M om den dr linedrt oberoende

och genererar M,

Om. M har en bas, sdger viatt M &r fri. Om (ea )(1 . [ dren bas fél'“”M,

ariframstillningen:imxs  Zo. hge  entydig..
a &1

L3t oss nu undersdka ot satd’ A i]Lézir’éf"i‘it"v;idgas till /\ moduler,

Proposition 1. Det finnd én ' Z modul, som ej har ndgon bas.

Bevis: Antapr 225-—-"""’2/22'5 de h2ld talen miodulo’ 2 har en bas, (Vi sitter

allmiédnnaxedd . Zn= 2 /n Z.):Den. mz‘is te d3 be std-av.-clementet. ], restklassen av
limodulo: 2 .
Ménxrd =/ 1ol 23 0l = 50 b Frewi o L. Eila s EERT she,

Framstillningen av 1 ir alltsi ej entydig, och det finns ingen bas i Z,.

1 1lmea.nna,re‘, SeUETAT S T Lo, L tei Giin £

Proposition 2.. :Lit _/\ vara. en: ring:utan nolldelarg, M en /\ -modul som

innehdller elemernit m * 0 med X m=0 for nigot A % 0, Didar M ej

A -fri,

Bevis; Auntag att det finns en bas (e(1 )o.é [+ Ddar

m= £ A 'éa .
a1 ®

Eftersom m+ 0, fions ett a*c I, s& )\ﬂ,& 0,

0=Aom=2Z(AN)*e .
; a a

Men ?“'xl)\a#“i{: 0, eftersom /\_ saknar nolldelare, Motsidgelse, ty
0=2Z0°*e ,
a
Vi ser alltsd, att vi befinner oss 13ngt ifrdn vektorrumfallet.. Man kunde

tinka sig f& en fri modul genom att eliminera de m som uppfyller villkoren i

proposition 2. Vi infor dirfor ytterligare nigra definitioner,(som f,6, dr de

samma som de i vektorrumfallet),
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: MW A Definition, En under:modul (epetitlipen under /\-modul) ‘N till ¢n /\-modul

a i
oL LT

M é&r eﬁ':‘ﬁn‘def'gfuﬁp' il M s fdan att e

Anc'N om A2 /A och n < N,

For \}arje undefihééhl N kan vi bilda kvotgruppen M/N och det dr latt att

modulen M/N,
L&t oss nu Stervinda till situationen i:i;i‘éposition 2, dvs,
/A saknar nolldelare

M. /. -modul ,

ir d3 en undervmg,giu;_l.,;-_ti;l_:-l_:,_ M, om ras _;d}e.“sl_}s;utom ir koggmutativ, vilket vi nu

forutsattero (V1 pam1nner om att en kommutativ ring med enhet utan noll~
K P N

delare dven kallas 1ntegr1tetsomrade°) MT kallas torsmnsundermodulen

i

till M,

Kyvoten M/MT saknar nu tors1on, dvs . det finns inga m:’: 0 och A :l= 0

s& N o m'= 0., faen den dr trots detta i allminhet ej fri,: .
Exempel, N =Z
M+ = G (rationella talen)
= {0}
Q‘/QT_ = &r ej fri, Det f1nns1ngetelement som - -genererar 2, och
varje par av, g_:_l_e,;ment i G 4r linedrt beroende 6ver Z, Om de dr p/q =|= 0

och Pi{/ﬂ'i 0, sgar
p'q (p/a) +(- pa’)p'/q') =0

och p'q och - pq*'(:_' Z, :l: 0,
Men om M/MT har ett dndligt antal generatorer och /\ &r en principal-
ring (integritetsomride dir varje ideal dr principalt), si ar M/MT fri. (Se

Bourbaki, Algdbre, Chap, VI, 3§_4, Th, 2, Cor. 2.)



$ 3, Sats B, f‘;;:‘-'-hé'rhorhoi-ﬁfsmer, exakta sviter, kommutativa diagram

och injektiva A -moduler. .

Vi skall nu formuléra om sats B 6ch' infor dirfor nigra begrépp,
M, N /. ~moduler,;

Definition, En’ gruppliomomozrfism f : M —> N siges vara en /\ -homomor-

fisth om -

fX o m) = X'e £(m)
Vi ski'iver )

Hom . (M, N) = { alla /A -homomorfismer M —> N} .
R P 3 P A O T

f] + fz EHom /‘\(M'N) geno m

Videfipierar for £ och £ 1 Hom, (M,N),
(f] +f2)(m) = f] (m) + fz(m) ; =M a

Hom A(M, N) blir d3 én Z-rodul,

Om /\ dr‘komimutativ, blir funktionen A ¢ f » definierad genom

\ (Nef)(m) = & © f(m)  meM

en /[ homomorfism; och Hom/\ (M; N)* ‘kan gés' én natirlig’ ‘A -mibdul-
struktur, o

Proposition 3, -Om f3M-> N 4r en - homomorfism, ir

f—]((;) en undermodul till M
och f(M) en uﬁderrdédul #HII N,
Bevis:  Ovning: |
Beteckning .
Kirnan av £= Kerf= ,f_l(O) .
Bilden av f= Im f =f(M),

Vi pdminner om att en méngdé~orotisk avbilduning f : X = Y sdges vara

injektiv om f(x) = f(y) => x =y
surjektiv om £(X) =¥J
bijektiv. om b&de injektiv och surjektiv,

Det 4r litt ait se att £6r en /\-homomorfism £ : M -> N giller
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f injektiv <=> Ker f=0C,
. f surjektiv<=> Im{f=N.

Vi vet att f har en invers £ da och endast dd f ar bijektiv. Det ar litt
att se, att om b1_]ekt1onen f ar _enu__/_\; homomorfism, dr f ' ocksd en
/\ -homomorfism, Vi gor féiljande

Definition; A\ -horri'omorfi‘_s_men M £-> N kallas f6r en isomorfism, om det
finns en N\ -homomorfism | N E> M sd att gf = idM, fg = idN.
Vi skriver d2 M -f:J—~> N N Efiiligt det foregiende dr f ¢ HomA(M, N) en
isomoifismi di och endast d3 f ar bijektiv. i
Vi infér nu ett mycket v}i('féit'iéé‘b'e"grepp.
Definitions Lit f:L > M och g:M-> N vara /\ homomorfismer, Vi |
s age r att

B -

L—=> M-—=N

ir‘en exakt-svit om

i

Imf=Kerg.
3
Det ar klart hurrdenn_a,_'_vc_lefi_nitior_l generaliseras till sviter av fler &n tre

/\.; ~moduler: Lo > L,; — L2 »—> L3 > tee P Ln .

s AR o i

Exempels Homoemorfismen

f:M—> N ar
£ :
injektiv. <=> 0-> M -> N dr exakt

f
surjektiv <=> M —=> N-> 0 ir exakt ,

Om L i4r en under /\-modul till M, si dr sviten

P T _
0= L—=>M exakt

St A i S e e

dir i &r den naturliga injektionen,

Imiz=1 .,

Om N ir en kvot av M, sd ar

i P
M-—> N—> 0 exakt



e

=
e
=
£
ks
5

B

FRERRRI g i

dir .p, dr den naturliga projektionen,

M/Ker pzN,

Att sviten
. £ g

Ef0>L—->M—>N-—0
dr exakt innebidr definitionsmaissigt, att alla -
N HERES B3 RREAANE. U

0—=>L— M

£ .8
L—>M-—N

M N - 0
ir exakta, dvs,
£ ar injektiv,,

v . Imf=Ker g, och g surjektiv, vilket medfsr att f(L) 4r en
undermodul t111 M. 1somorf med Is och att M/f(L) —-> No .. io% ., e

1 P LI . R 2
Omvant, implicerar LE M. att 0—> L—>M—> M/L—> 0 ir exakt,

Def1n1t1on' En mangd j\-moduler L, M, N, R, S,,,och/\ ~homomorfismer

et

I

P \ &
ke g

Np h j/ 1 Xl
aR A N — 5§ —>,,,

siges bilda ett kommutativt diagram, om alla mgjligheter, att f3 fram en

homomorfism mellan tvd fixa /\ -moduler genom komposition av homemor- . -

fismer i diagrammet ger samma resultat; dvs, gf= hk, lg =e, o4, &

Inom teorin for véktorrum V &ver k betraktar man ofta det duala rummat
Homk (V, k).
Vi studerar nu allminnare

Hom/\(M, R) f6r /\ -moduler M och R,

Till varje avbildoing f < Hom (M, N), konstruerar vi den transponerade

S VO AT R
*’ TR e
MO 5

Bl - P VUA‘A‘\ILiu“"EN
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avbildningen
f*: Hom (N, R) = Hom (M, R),
. A( » R) -/\( » R)
Avbildningen f*(®) definieras som
? o £,

Vi fir det kommutativa diagrammet

. f N B N N rd

R

Man visar litt att f£* ér en grugphggnqmprﬁ;isrﬁ,' och att oin f/\d4r kommutativ, s3

dr f* iven en /\-homomorfism,

Betrakta nu den exakta Sviterg

£ g
E:0 - L — M — N — 0,

Denna ger upphov till en svit
_ £* g*
Hom (E,R) § 0 <—Hom (L, R) <— Hom (M, R) <— Hom _(N, R) <—0

Vi gkall yisa, att .Hom, (E,R) dr exaktom /N7 kropp, men att detta ej ar

Vi pdminner om att :iHo;pZX(E,'R ) 4r exakt di och endast di
- a). g ¥ Ar injektiy. |
B) Im g = Kor
c) f* ar sur_]ektlv.

L3t oss undersska punkt c),
f

Vad innebidr det att * dr surjektiv? Vi har att 0 —> L —> M 4&r exakt,

dvs. f ar i;ijélitiv, och L 4r isomorf med undermodulen Im f i M. Att

£f* ar s'urje'}kfiv betyder att va'rj.e P < Ho'ml\(L,:R) kan faktoriseras

P =4¢ of med §y & HomAM, R), dvs, att varje @ 3§ L —=> R kan "utvidgas''

till M,
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> M

0 L :;“'i
/

L
|
R

74

Om _/_‘\h dr en kropp ges denna mojlighet av just sats B, och vi har funnit den
f,__i:‘g_'rebé’.,dade_, omformuleringen av dennat
Sats B <=> f{* alltid surjektiv fér k-moduler, *

Proposition #, For allminha /\ -moduler 4r f* ej alltid surjektiv,

Beviss Sitt /=2, R=2Z,

Sviten

ddr o -dr multiplikation med 2 och .g den naturliga projektionen &1 exakt;

m/’ &@ 7&7}0&@,

ty betrakta

2
00— Z —> Z

z

. ;

BB C SN AP )
I+

Antag-att den identiska avbildningen ovan kan utvidgas. (Z till vanster iden-

tifieras med undermodulen 227 i Z till ht’)ger.)

Det finns dd en avbildning P:Z—> 7 s3 att
n=29 (n) , neZ.
Speciéllf. 1=29(1). Motsigelse.
Vi skall nu se att trots allt ndgot av exaktheten i den ursprungliga sviten be-

varas dda vi applicerar Hom.,

Sats 1. Om
f g
E:0—>L—>M —> N—> 0
ir en exakt svit av A -moduler och R en /\-modul sd ir sviten
’ g* f#
0 —> Hom , (N, R) —> Hom (M, R) —> Hom (L, R)
_,A_( ’ ) A( A H

i!
b oydasTER EX4KT
exakt, ogs: VA
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Bevis: Vihar att ve rifiera:
1) Kerg*=0
2)  Im g* < Ker %

3) Ker f* < Im g¥

1) Kerg¥=0,
Tag& P € Ker g*,
g ..

N
g*(@) \cp

NW
R
g*(@)=0 0g=0=>0((m)=0 V¥V mecM,
Eftersom g. dr "Su;jéiktiv;-.,: dr varje n i N av formen g(m), och alltsd ar

?(n) = 0, ¥ n €N, vilket medfér @ = 0,

2) Im g* - Keri{*,

Syiten exakt => Im f = Ker g => gf = 0 => £*g?* = (gf)* = 0,

1
3) Ker £¥ < Im.g*

Tag P € Ker f*

©
v
t-{
Vv
Z
|
z
v
o

[2(9)=9 f=0=>Kerg=Imf Ker?,

® inducerar di en avbildning @ s§ att diagrammet

=]




dit p 4r den naturliga projektionen, blir kommutativt, Detta f5ljer ur att,
eftersom’ "j;?(Ker g) =0, @ dir konstant pd varje bimingd till Ker g, och

P pi ett eieme,nt i. M/Ker g, allts3 en biméingd, definieras som detta"konstan-
ta vhirde.

Eftersom g 4r en surjektion, inducerar den en kanomnisk isomorfism \ si att

[ON -

diagrammet |

M/Ker g

blir kommutativt.

Sitt nu

5 AR,

g¥(6)=0g=91 g=7 p= 9

och alltsd @ < Img*. V.S g,

A
Vi undersoker nu om det finns ndgra moduler R s3 att
o £ g |
E:0—> L—>M—>N—>0 exakt

‘medfér att
-.f*, - s ‘*

Hom(E, R) : 0 <— Hom (L, R) <—Hom (M, R) <— Hom (N, R) <—0

T 4R At

dr exakt for varje exakt svit E av -/\;_—modulgr_.,

Det gdller enligt sats 1 egdast att visa att f* dr surjektiv, dvs, att varje

P = .Hom/\(L, R} kan faktoriseras

P =£*(0) = 0 f for ndgot 8 & HomA(M, R).

Vi gor foljande
Definition:: En f\-modul R kallas injektiv om varje givet diagram
0 —>A —> B

4

T
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med 0.—> A—> B .exakt, kan kompletteras med en A—-_homqmqrﬁ___sm
B.:—> R sdatt diagrammet

G- —=> A

—> B ‘

[/

blit Kothmutative,
Denna definitién kan skrivas som:
En Nmodul ‘R ar injéktiv o, naf helst A &r en undermodul till B, varje
homorfiorfism A — R kan utvidgas till'én homomorfism B —> R.
SUiEeR" i{d:r'h/x(E, R). Aar exakt for varje exakt svit E d3 och endast d& R ar
/\finjé_ktiv:j !
Exempel: 1) /\ =k, kropp.
Soim vi tidigare sett, dr varje kvmodul injektiv (Sats B).
2) A=z

Injektiva Z moduler dr -

b) Zpoo = den multiplikativa gruppen av enhetsrotter avordninggq_ Rk, dar

p dr ett fixt primtal och k varierande heltal,

-~

Se kap. 3.)

é 4. Avvikelse frin exakthet. Funktorn Extj]\ (N, R).

Vi skall nu f6r alirninna moduler R studera avvikeélsen for sviten Hom/\(E: R)

fr3n ati vara exakt, Innan vi gor detta, papekar vi att motsvarigheten

&
Jg.
B
&
k2
5
£
I
=
y:
&
F
%
[
3
i
;:
e
&
&
%

(N —> Hom . (N, R)

HOrr.lA (-, R)I

L g A
ORRNT T

tf —_— f‘*

(vi skriver hidanefter alternativt Horrjx\(f, R) och f*) &r ett exempel pd en

funktor, eller bittre, kontravariant funktor fran /\ -modulerna till de

abelska grupperna, dvs, en '"funktion'" F som till varje /\~modul M ordnar
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=

ES
en grupp F (M) -och till varje /\-, homomorfism ‘M —> N ordnar en grupp-
homomorfism
F(f)
F(N) > F(M) sd att_

F(tg) = Fg) F(£)

och F (identitet) = identitet,
Dessutom gédller att
Z Hom , {(f+g, R} = Hom _{f, R) + Hom R

(Funktorn Horrjx\{,@) ‘dr additiv), och

f g -
E20—L—>M—> N—>0 exakt

medfsr att
HomA(f, R) Hon‘xj\(g, R)

Hom_/\(L' _R?"< — HOmA(M,"R) <

Hormm (N, R) <—0

ar exakt, . ' N

(Funktorn Hom/‘(° » R) dr vinster exakt.)
Y

F(f) . %)
Om 0<—F(L) <— F(M)<— F(N) <— 0

E(f) F(g)
[resp.  F(L) <= F(M) <— F(N) )

dr exakt f6r varje E, si kallas F f&6r en exakt, (resp. halvexakt) funktor:

I kapitel 3 kommer en allmin teori f6r hur man miter avvikelsen for halv-

exakta additiva funktorer frian att vara exakta. Hir skall vi endast studera

E Hom A_(» ,R).

Som vi sett dr i allminhet inte f* = Horr}\(f, R) surjektiv,

Sitt G(E) = 'Hom A(L, R)Am f* .

R T R O T

T iR UGPSR

Det dr klart.att G(E) i ngon mening miter avvikelsen for ¥ frin att vara

surjektiv,

Vi kan nu utvidga den exakta sviten ovan till den exakta sviten

p £* *
0 <—G(E) <— HornA(L, R) <— HomA(M, R) <— HomA(_N, R)<—0

ddr p &r den naturliga projektionen av HornA(L, R) péd kvotrummet G(E),

Det &r trivialt att sviten blir exakt,

R
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Vi varierar nu sviten E) men hialler N och R fixa,

Betrakta
B0 — L —s M N—0

: i 7/
s f g
E: O-—> L= M —> 0

Defifition,: Vi sdgeratt ‘E &r storre-dn E/, . E> E' Ei E>E 5. om det finns en -

homomorfism m s3 att diagrammet*

—_—

gl id
SP

:
2 %
Z &2

bhr kommutat1vt dvs° sa att g m = g. .
Eftersom f och f' ar 1n_]ekt1va folJer harav att det finns en homomorfism

1 s3 att dlagrammet

E - :“‘js:;i‘, o f

L s M i
\L } IS 4 m
\ U i > - M' -
blir kommutahvt dvs. m £ = £, och 1 4r entydigt bestimd av m,

Vi f3r det kommutatlva d1agrammet

t g
g —= .L:i—> -

S

0—-——>L’———- —L->N—>O

a

Anvind nu Hom., (*,R) pd detta.

VAN
Vi far di diagrammet
% &

g
Hom/\(L R) <—— Hom/\(M R) <— HomA(N, R) <——0

T ax \ \m* /[\m

Hom (1} R) <4~ Hom (MR R) <1 HomA(N R) <——0
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N -»ZZ .

vilket vi kan utvidga ‘till /
p f * g *
0-<= G(B) <=~ Homi {L, R) <—— Hom (M R) <*~—Hom (N, R) <—— 0

A’T 1% Tm‘ /TA id

0 <— G(E') <—— Hom (L} R) <—— Horn (M} R)<——— Hom (N’ R)<—0
p' Y. E AN gl

ddr raderna ir exakta,
Hir giller att om
A" = Ker p' sd kan vi skriva A' = f'¥ , ty Im f'* = Kerp'
Allfsg i
pPLl¥NT = p 1% x =p f*m*p' = 0
Cty D' ¥ = f2m* och pf2=0,

Vi kan alltsd definiera en avbildning u : G(E’) —> G(E), som induceras av

1* och gor diagrammet

P
G(E) <—Hom (L R)

e 1 ”

G(E' )<=— Hom (I, R
( )<p' onj/\( )

kommutitivt,

L g L o :
Proposition 4, Avbildningen u &r oberoende av valet av m,

Bevis: L&t m och m,; vard homomorfismer M—> M' s att

g=g'm
g=g' my .
D3 arg' (m-—ml) = 0, dvs.
Im(m-m]) —Ker g' =Imf',.

Till varje xe M finns d3 ott y ¢ L' s3 att

(m=m,)(x) = £'(y)

“och detta y 4dr entydigt bestimt, eftersom f' ir injektiv,
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Satt O(x) = vy, §

. . . ’
Det inses liatt att ® idr en A—'h:_o‘,rnomorﬁsm M—>1,, och

1 .
fP=m-~ m, .
f
I s M
.-li VLI/ rn1 e
1 £ /
A2 . M, -

{,

U definitionen av 1 oeh 1, fArwbatt’ " -

P f=1 -11.
Ay @ induceras en avbildning 9*, och
£ ¥e ¥ L

] <——— G(E) < Hom(L R) < Hom(M, R)

- e
A Tu-u F‘-l* /* I m*—m_’f

0 <— G(E ) <— Hom(L R) <—— Hom(M R)
p’ N £’

-

Ur diagrammet fis

Mo )ph = p P * = 0 - eftérsom paTE O,
' =p

'Eftersom p’ ar sufjéiitiv, medfsr detta att u - u, =0, och allts3 4r u

oberoende av valet av m,

Vi betraktar nu exakta sviter Ey E, och &g 53 att

E,>E,>E; .
Detta ger homomorfismer

"2 Y23
G(E]) <— G(EZ) Lo G(E3)



-24 -

h_tpan visar latt att

Uy3 = yp. g

Vi skall senare visa att.aifbildningen-
Cu

G(EJ<— G(E) 4r injektiv,
L&t 085 provisoriskt accéptera ‘détta faktum, B
Vir avsikt med” G(E) var ju att mita avvikelsen f6r sviten Hor%E, R) fran
att vara exakt, Vi .vill nu se hur stor G(E) kan bli nidr vi varierar E men
hiller N och R fixa,. Eftersom avbildningen G(E) <— G(E’) for E> E
ar injektiv, ideutifierals:'.,QQE;:i).,megi en undergrupp till G(E), For att finna
ett maximalt. .G{E) riacker det dj att finna ett maximalt E, ’

Antag att sviten

e § ~

~
CE O3 L M -

J;m -

N— 0
dr maximal; dvs, att E>E for varje svit I,

Dettazdr ekvivalent med, att £6r varje E.diagrammet
£ 8
g e T (s N —3

o
- v

E: 0—>L—>M—> N—>0

kan utokas med en homomorfism m si att g m = E .
. ~ . - .
Vi ser att detta beror endast av modulen M (och N), Vi skriver om diagram-

met med allt ovdsentligt borttaget,

M -—-—> N ——> raden exakt .
g

.Vi vill alltsd kunna faktorisera g som
~ ~
BTEgM.

For att finna en klass av moduler didr vi kan vara sidkra att kunna gora denna

faktorisering, gor vi foljande

B N B i S S R e e e T



§
§
ifg

]

BT B D RO R

- 25 -

Defigition,. En' A\-modul P siges vara projektiv om varje diagram
: i »,

med exakt rad kan kompletteras med en homomorfism P —> A sd att det

utvidgade diagraminet

/L

A—>B—>0
blir kommutativt.
Begreppet projektiv modul 4r viasentligen dualt till begreppet injektiv modul,
som man ser av definitionerna, -
V1 v-i_tsar ‘
SatsZ. R Var_]e A—modul dr kvot av en projektiv A—modul__.
Vlstoder 0ss p.é’,'f-:ﬁig lemmata,

Lemma I3 Varje fri f\-modul iar projektiv,

| -

A—> B—0

Lat {ea}aéI vara en bas fér F,

D& giller p(ea') = f(.vg) f6r ndgot vaéA, eftersom f &dr surjektiv,
Eftersom {ea}a cl dr en bas for F, kan vi definiera en homomorfism
Qs F—> A genom att sitta

P (ea) = v a1

och utvidga den lineidrt,
D3 ir

(e ) = tlv) =ple,) V acL
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Alltsd  £9 =p och F ar projektiv,
Lemma 2, Varje /\ - -modul N ix en kvot av en fri A-modul

Bevis: .. Ldt F = /\( ) vara den fna /\ modulensom genereras av méngden

av element i N,

F={ = xa [0]' r A =0 f.ﬁr.’néi".stan alla a }
areE N a

Def1n1era PE > N genom att sdtta p[ =0  ochutvidga linedrt, D34 .
ar: p surjektiv och alltsé’.

‘ N—N-> F/Kerp , foeriEae e f1l e

$afs 2 foljor B rhedeibart:

Viha;rnuvls at att till varje Amodul N finns €h exa.kt svﬂr:q S

Ep $0—>L—>P—>N—> 0

dir P ar pro_yektlv, OCh vi sef att denna sv1t bar stolrre abn#\-‘rar_]:‘jéi;a‘t;;x;nh sv1t
E- Ep ar a.llts; max1ma1,
Om %‘; “OChn%“aflr tvﬁ ;maximala sviter, giller
E>&>E
vilket ger |

~ A A
G(E) <— G(E') <— G(E)
dar komp031t10nen G(E) <L G(E) ar identiteten, enligt transitiviteten och
entyd1gheten av avblldnlngen G(E) —> G(E )e
Alitsd ar
G(E) = G(E).
Lgf;N vara en A-modu_l och P den projektiva modul som konstruerats i

Lemma 2, Vi sitter L = Ker p och fir den exakta sviten

P
Ep t0— L—>P-—>N—70,

Definition,

1 _
xt A (N, R) = G(Ep) .

(Férklaringen till denna beteckning ges senare,)



';";""'2'7 -

SRR o SV R R
Om E dr en annan maximal svit, har vi enligt ovan en kanonisk isomorfism

G(E) => Ext ) (N R),
Vi hareeke%’.vwat att om
Es0—> L—>P—> N-—>0 dir exakt,

L 4

och. P projektiv sd ar

-0

s}

-ixt }X(NR) <——HomA(N, R) <= i%&*rh'A’(M, R) <— Hom, (L, R)<—0

ocksd: ekakt,:

ﬁétt%i“ﬁé.%ﬁélla resultat f6r sviten £ med en projektiv term i mitten ar till-

rickligt f6r att,beT KRS Eict k “iNABEH fall . i

Exempel 1, a) Om . /\-modulen N ir projektiv si ir Ext}\(N, R)=0

TR
PR S

i
for varje R.

s

b) Om- A—modulen R’ dir in_]ektlv 5% ar Ext]A(N,R) =0 for

var_]e N A

- PR
RS N4

N pro _]ektnr.

it \ }11 "
Betrakta den exakta sv1ten

KN PR S0 S-S S RN

: 1d
E O—-—>0——>N >N 0_.

Dén 4f max1ma1 eftersom N Hr pro_)ektlv. Men Ext A(N R) G(E) dr da

uppenbarhgeq 70,

b) R in 1ekl:1ve

Om R ar 1n3ekt1v, vet vi enhgt ovan, att f6r varje E, som dr exakt,

vy

Hom (E, R) dr exakt, L;D':'?i'frhg:"s_te' Ext A(N’ R) vara noll,

Anm.: . Onwéndningen till a) och b) giller ocksa,.

Exempel 2, /N =Z.
LAt oss berikna Eth]‘ (Zn,AB).

Betrakta den 'exakté{__ sviten

n
0—>2—>2z—>2 —>0.

Z dr en fri Z-modul, alltsd projektiv.
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Allts3 far vi 3, éxakt svit
(i)

1, oo
<—Fxt {7 B H 7. B Hom (Z B
0 ty, {2y, B)<— Hom, 7(2: B) <— Hom, (2, .)< >

Men (¢n)*=,n och
JIaY DL ~
Hom(Z, B) —> B,
2
Allts3 ir dven
0< ! ] B g B 0
Eth(zn, B) <=~ B '<— B-<— Hor%(zn, 3)
en exakt svit,

Hirav foljer

‘Ext) (2, B) <5 imp => B/Kerp = B/fm(n) = B/n B,

alltsi  Ext, (Z,.B)= B/nB och

PP TR L e el I N T S SIS L L T
speciellt  Ext (Zn, Zm) = Z(m' n) dir (m,n) = sgd till' m ?eh 0

V1 vill nu.berikna Ext; - (A B) ddr. A dr dndligt genererad.

FEbdrst:en definition,

L3t {M aI vara en-familj- avA modiler, Produktmingden a[ L[ IM
kan forses mied eén f-_/?\:modul’Strﬁkmr genom definition av addition
‘[m } +{m/ } = (m +m/} :
Ld Yae ] Tatacl Lmy aasl
och multiplikation med skaldr
Mmtoor=1imeto g -
Méngden av familjer {ma]afl Z;IM sddana att m_ =0 f6r ndstan

alla aé& I &dr en undermodul och betecknas med L_L \/I
a1

Defmltxono / M

direkta produkten av familjen (Ma}de I

acl
) Cil Mo, = direkta summan av familjen {Mo.}o. e1°
ac
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Den naturliga injektionen

~ Alu —[{m :
ac 1 © acl @
ir givetvis en iéérﬁorfiém, om I ar dndlig, LAat oss hidanefter forutsitta
dféfth"_a
Det finns avbilduingar
T P

sa att P 9a 0, ¥ £8, Pydy.= id, % q p =id,

Omyidnt implicerar e?cis;tensgn av sddana avbildningar {q‘3 s PY'} mellan

{Ma} ochenmodul fv'i,{” att M ar 1somorf med ,U. Ma; o,éh vi sdger, att
{q ﬂ'p‘{} if eén-representation av: ‘M;-som.dirékt summa a¥’ Mge: o Lo
Lemma 3, Om T &r en additiv, kontravariant funktor, och {qp, Py} ger en
representation av M, som dijrek_t summa av M_, s ger {T_(pﬁ' ) T(qY )}'e-n
representation av T(M), som en direkt summa av T(Ma )e

L
Bevis N

T(qY)T(pp) ;"'T(igqy) =T(@) =0 om B v,

T(q p )= Tl q ) = TEd) = id

Y YS !
ZT(p, )T{q,) = Z T(a p )= T(Zq,p,) = T(id) = id .
V’. S’ B’Q
Enligt en struktursats f6r dndligt genererade abelska grupper ir varje sadan
grupp A av fc.).r.l;n‘é'n'
§ "k
A :JL Z® 11 =z
i=1 j=1 %
dir ellezle3 °"‘-’lek (delar = I).

Om vi allts§ kan definiera nigon limplig transformation T(j)av homomorfismer

f
/ . -
A—> A, sdatt {A—> Ext }\(A, B))T} blir en kontravariant additiv

funktor, sia fir vi speciellt

Ext%(A, Bj =l‘lExt%(Z\, B)@ﬂEm‘ (zej B) = MB/ej B = J__LBej .
1 ~ j
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Satt T(N) Ext (N R).

4

V1 skall t111 N —> N/

ordna T(NI) _ T(N)

54 att T(E 11y ()T
T(id) = id
T(e#E) = V(8] & T,

Betrakta diagramifiet

N> 0

/

0 —> U~ P'—>NL=s 0

dir P, P' ir projektiva och raderna exakta, (Vi viljer P,P' som i Lemma

P'—> N —> 0 exakt rad , .

Vikan di fimma m; P> P’ sdagt
my’ = £
och dir med dven 1 ::L.f;—?>,.’ L/ 5 sdadit
7 i
¢l=m?e .
Vi fr det kommutativa diagrammet

00— L— —> N—> 0

2 im._l'

0= 1/ S Ps NS o,
Vi.anvinder Hom («, R) p3 detta och utvidgar som tidigare, Eftersom P
och P ‘ar pr'é'jektiva, f3r vi-ett kommutativt diagram

0 <— Ext ) (N R) <—Hom (L, R) <— Hom (P R) <— Hom/\(N ,R) <—0

e T fee

1 ’ B ’ /
0 <—Ext , (N, R) <~— Hom (L, R) <— Hom (_.P R) <— Hom (N, R) <—0
-/\ ’ /\ ] /\ ] /\ ?
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med exakta rader, °

P3 samma sitt som tidigare finner vi att vi fir en entydigt bestimd avbild-

ning
S T(£) :Exf/\ (N, R) -—‘> Exh‘N, R).’_
Att .

T £) = T)T(E) och
T(id) = id
T(£+£') = T(f) + T(£")
' verifieras snabbt, ‘och formeln for EXté (A,B) (A andligt genererad) dr

sdledes riktig,

o5, Bevis for att G(E'h) —> G(E) &r injektiv,

Sats 3, Om E’< E , ir den kanoniska avbildningen

CeE) L Gy

Bev1‘s ¢ “Det rdcker att visa sitsen i fai_léf att E = Em ir rriax}iihél,

ax
| s ' E > EI > E"
A’: R ‘rnax - ) .

/

- u , u
e w RESS 2}
G(Ema_x ) <— G(E') <— G(E")

u”

3

v = u", DA blirdven u injektiv, ty

dir u och u" dr injektiva och u
u(x) = 0 => uw’{u(x)) = u(x) = 0, =>x=0 ty u" injektiv.

£ g
L3t E vara 0 — L—> M —> N—> 0, och skriv M, som en kvot av en

;:
g
i
:
3

projektiv modul P. Vi fir en exakt svit

[
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— .
B 8
00— M" —> P > M >0 - .
g Definiera en surjektiv avbildning P —> N genom gp = 8 8, Vifir d3d ett
kommutatiyt diagram med exakta rader och kolonner
0
o e
0—> L —>P—>N—>0
N T
HRY 2 . ig -'\‘f/_.:':'t
0 > 1L —> M > N > 0
o
% ? definieras entydigt av villkoret att géra diagrammet kommutativt, och dr
; sgrjektiv.v Ty, tag 1 € L. Klart dr att f(l) = 8(p) (0 surjektiv), Men

& (0)=g0 (p)=gf() =0, Altsd p= 0% Hirav {9 (W)=6 £ ()=

o(p) = £1), s&att 1=9 (1) ty f ar injektive

~ Vi Kdh ‘nu kompletteta till ett kommutativt, exakt diagram

o o
Jr e
0 > LI fD > P gf > N S0
Lo J,Q “ J/id
i 0 > L, > M > N >0
J L
0 0

P& samma sitt, som férut definierar diagrammet ett

‘l‘ H Lll —_— MH R

som dessutom dr en isomorfism, ty

e
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1) \{: dar 1n_]ekt1v.

_‘q;(l") =0=> p¢(l"'/— f r(i)y=0
= A1) =0 ty £ l_m.ekt}v
=2 1" =0 ty X injektiv,
2): ¢; fr surjelstiv. ..
Tag mllé M"

99‘0—>g u(m")=g9u(m")~0*>

E_A.!_.g_;(m")EKer gp = Im fp =

p{m") = fp(ll}fdr ;magot i'c L .
=> @ (1) =70" ty £ injoktive

Alltss 1€ Ker® =1Im A
=> 1 = )\.(l") for nagot l"C L"v

Andoaiitae s PSien} o L sdtornoans
sdatt w (1") = f N (1") -1 (1’) = (m")

S TS
e e e e
1

och $ (1) = m!! eftersom .p. injektiv,

Y | AHYsE &1 (isurjektiv.,
R Vi anvander-nu funktorn Hom ( *, R) pd diagrammet och utvidgar som

5 vanligt till det kommiutativa diagrammet

E4
z soEr pxo
Hom (L", R} <~ Hom, (M", R)

3 A E T},ﬂt
gp f5°

q
0 < Ext A(N R} <— Hom, (L', R) <L Hom (P, R) £ Homy, (N, R) <—0

i R
¥ /\\u (p* TQ* Tid

0 <— G(E) &€——=b— HomI\(L,_ R) <— Hom/\(M, R} <— Hom/\(N, R) <—0

P

0 0

PRI el
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med exakta rader och kolonner,

Vi skall visa att u ir injektiv,

D3 arq®*(1) = u p(1) = ula) £°0, ‘och allts5 ® *(1) CKer q = Img?, s3att

20 =g (), for nigot m'c Hom (P, R).

eftersom ¢* dr en isomorfism, och alltsi

frooredo im b @%(m) 2o m QHQI‘?{My R)i Loy

: p(l)zpf*(m) =0 | ;

eftersom .i‘)-‘f*‘-':' 0.

3 Fro2ii o PR BT DR
SR RN Y (S YA N = S PR S G

Y1 erhiller fsljande

Korollarium.  Sviten

= ; e o = . -
crepkExt (N, R) <— Hom (L, R) <— Hom (M, R) <— Hom (N, R) <— 0
Bt (8, 1) < Hom, (1, R) <— Hom (M, R) < Hom (N, X

s dr exakt,

. Bevis: Eftersom u 4ar injektiv, ar

RN

Ker(up) = Ker p = Im £*.,

Resten visste vi redan,

SR S e

v IS

S

En undersékning av hur denna svit kan fortsittas kommer att ges i Kap, 3,

ddr vi f, 5, kommer att behandla en allmin halvexakt funkior .

e

) O

| T
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Lainds Universitet Férelisningar i homologisk algebra
Matematiska Institutionen HT 1961 ' Jan-Erik Roge "
(redlgbrade under: medveykati:aw:

KAPRPITEL 2; :NAGRA TOPQLOGISKA: TILIAMPNINGAR, TENSORPRODUKT,

v

(16 september 19

Px i Z,é WD 0 Ve e

Kirvad. Dy ; som i&i-;ﬁiudeii 17-‘"0 med 3 ‘Vietiller:o8s fbljande probleing:

fen analytxsk £unkt1bn1 Dy Lt %

Y

hilles fixa?
MAW 168 Siodeibiart HIT St idde Fooka integraler dver slutna kurvor P

Om r‘ ir en onente:;;

rand t111 ien | kampaktangd i D (se H, Cartan,

Th§one élément ™

#33 hs:

y Riemann

En familf oriénterade slutnd kurvor | I"l}u Y 4D, 83 'beskaffade ait de
T L S T T S P U i::] e e botrerctondd L Rl AL

tillsammans bildar orienterad rand till ett omrdde i D, sigesstiien .

homologirelation till varandra, och vi skriver

Allminnare definieras - " =" " med omvind orientering, Om
I—' 1 +(-r'z)f\/0 (v'i»..séiger:d& '.att,_-r-‘» och r‘z &r homologa) s} 4r

| f(z)dz = [ #(z)dz
i 2
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Poincaré studerade generaliseringen av detta till allminnare topolqéiéﬁa
ram X. “Man- fdr:dddven begpekta homologirelationer mellan k=dimensionella
ytor-utan gdndy ook oo

=

Betrakta allminnafé alla formella:hombologirelationer.av typen

WL i

fordras manga prec1s’er1nga.r.

k- xrfé;é'ion'ell yta i ett\‘aE[lmant topolog1skt rum? Fﬁrr

2

%z -.—-}nn P e

ﬂan ineﬂan Zr "dech rfl

Hur skiljer m

)!, 2' f

sambandet mellan

AN k _;.\

namnda: opei'a.tloner. Ant‘alet relatloner ief m1n1ma1 | 83

-t ir en topologlsk

P )
ixd

invariant och kallas fbr k-te Bett1talet fﬁr X och betecknas med Bk'

T 3 1

R ‘171;;’1 av ::i “
onenterbar mingfald sd ir Bk =B__ (Pomcarés duahtetssats) Om.

‘!i‘

man.ger avkall Pa “rafcneregeln (*) -83 far man fler 1nva.r.i:"7nter, de s. k.

> .

torsionstalen och for manafalder har man en- duahtetssats aven f61 dem.

‘Mot mﬁ,itt\;e_n av 1920-talet 6vergjr.;k‘ man fr3n dessa numeriska invarianter
till mer algebramka sadana, homolog1 och kohomologigrupper, som i viss

menxng ar duala t111 varandra, Den k-te homologigruppen av_ X kan mycket

cort e i AV e e D R TN e R 5

g’i:bir_t talalt définiei'é;s B so’hd kvotgruppenav den:grupp, som genereras av

k-dimensionella slutna ytor., med undergruppen av rinder till (k+1)~-di-

mensionella ytor,

g
;
£-N
=

Med 3ren har_vutvg,acklgtg en, !ma'lingd mer eller mindre allminna (ko-)homologi-

teorier, De visentligaste dr

IS ooty T <,
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.-1); -Singuldra t_'e__or-;i_e,n-,})mr har.stor :-anvi-indning;;i? .hgmqupife‘q;i_‘i,ﬂ;
RV
... 2)..Grothendiecks teori, som kan betraktas -som perfektiorien.av.Cechs

dldre teori, och som har visentlig anvindning. i fuhktions»

-teori.och algebraisk.geometri,,, -

élla andra te6Fidy kan betraktis s3som

ing ;som ej preciseras hiz)., Dessutom ...,
sammanfaller de fér rum av enkel lokal och ~'»bal struktur, exempelvis

tna.ngulerbara kompakta rum, vilka t, ex, innefattar alla kompakta differen-

tiexrbara. m&ngfaldei P

YR L e s UTEAL L ut

I Kapitel 4 o¢h 5 kommer Grothendiecks teori att ber&r-as,

§ 24 Singuldr hOmologiteol.ia

ds:rnp;exet av dimensionen k, Klart ar att 2
JKE ]

T e

. i, M S A _ i )
et A k-] = A genom y= ek(x), dir

I
|
|

Genom: e_-:‘,;-;identiﬁeras Ak'-'] med en sid,ai—;Ak.-r-

I

Exempel,: punkt

i

segment

triangel

NN G Gl ¢

tetraeder,



S R R

7

e ek e

L38 -

Lit nu X vara ett édd:tyckligt topo‘l"bigiéﬂkii:; rum, Ed k<dimensionell yta i

B

X, kommer i vdr teori att i ndgon mening sammansittas av kontinue'rliga.
bilder av Ak’ alits3 sk(Ak), _dar s .Ak-> X &ren kontmuerhg avbild-
mng. P8 att Kanna' defuuera begreppet rand pa ett premst satt, kommer

vi-emellertid ej att betrakta sk( A k) som "byggstenar", utan vi infor

Definitions Ett singulirt k-simplex S 1 X: w8z en kontinuerlig-avbildding

B ¢ !\k - X,

Den%ijﬁg,--gi_q?.n s(li) f_‘t-illg’l.—s’:k ar (k‘-ﬁ-si_rﬁpléxé&

(1) a - 1’ '
F By ’Ak-l > X,

Lemma 1 (s(l))(J) = (sJ)(l-]) om O < J <i<k, Bevxset dr trivialt,

FORTRE S

Vi v111 nu kunna bilda 11nearkomb1nat10ner av singuldra simplex,

H é-,

Definitions ,:ID%ep-ifgxag.,abe‘lska- gruppen med de singulira k—simplexen iX

som has betecknas med ;.Ck(x.)..,.e—fch; kallas. den k-te singulira kedjegruppen

_av_g_(_ (med koeffxclenten- i Z) Elementen i Cy (X) kallas singulira k-
ke&jé:r. Vi - satter k(‘{}- 0 om k<0,

En'k-kedja.c:.4ralltsd en bildning’av formen

SEEY v o dingulara k-simplex,

k )
a =0 for nastan alla s

och kan intuift'_iyt:betraktas., som en k--dimensionell yta (med rand) Obser-~

vera dock att ¢ dren blandat algebra1sk och _geometrisk bxldnmg. B Genom

att betrakta sidana c undv1ker man de svarxgheter, som nimnts i S 1,

Vivill nu bilda rand (i n8gon mening) av ¢ ECk(X)

Definitiont Randhomomorfismen eller differentialen d, : :k(X).—> Cini (xX)

definieras genom



T

\bildning @€Y <S4 Lk Vid inducs
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g WS B0

= 0 enligt definitign. Antag att k> 0., Det

K. av. Ck(X)

0<__J<§ 05_iij<k

& . Er ke ,??% falet f&r % baadima MO lowminiEi,
Enligt Lemm ir den fdrsta summian

i

iyt

)

7 - e W d o el
¥ wara it AT R .s..)"i;;

= ( -1 )1"’1( (J))

: P - . P ‘. o O s " R
Ersdtt 1-.1 omed.j;och j med i, sd fdrvi: .7

och summorna tar ut varandra. V.S, B.

V1 har a.lltsﬁ erhalht grupper (Ck(X))kE Z och homomorﬁsmer

\.s

dk 3 Ck(x) - Ck ](X) sa att dk 19 = 0 Vi skrlver

. C (x) (Ck(x) dk)kﬁ .

C*(X) kal}asiégglgt';féipgglira kedjekomplexet f6r X (med koefficienter i Z),

Det som-svardr:mot k-dimensionella ytor utan rand dr tydligen
Ker(Ck(X) —_ Cr-1 (X)), som skrives Zk(.X) och kallas for de k~dimensionel-

. d, ..
la cyklerna, Gruppen Irn(Ck_H x) bl Ck(X)) ir just de k-cykler, som
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dr-rand:till.ndgot k + 1 dimensionellt och skrives Bk(X).

Enligt:Sats 1 4r: Bk(X) en.undergrupp till Zk(X)-. Kvotgruppen

Hk(X)= Zk(x)/Bk(X) kallas for. kite:(singulira) homologigruppen:av . X,
Det-dr litt attinse (och visas.och preciseras f, 8, nedan) att CL{(X) ir en

topoﬁlqg’i;s.kfiiw;?;r:ia-iit%_; i‘ﬁz?ﬂltj—'si}éﬁlleij_ detta dven Hk'_X). Men Ck(X) ir oer-

hért stora och svarhanterhga grupper. k(X) ir didremot av dndlig typ 6.

gnEla X. Enhg 3_--struktursatsen for a.belska. grupper (Kap, 1) 4r dd

Hk(X)= ZY¥oos*Z+Z +Z tientl
po 12 e R - T Nt 1

dr kite ‘Betti~talet f6r X och e; kallas f6r torsionstalen, .

Litwd' Y vara ett ;=§fnﬁéf"fgf;’élé§fsﬁf"rﬁﬂfn;é'ch?ﬁét}r'éﬂia:"én*ﬁo:ntinuerlig av-
‘bildning f 1 X = Y, -Vad inducerayrdenna avbildning for homologigrupperna?
Foér varje sing’ulé.,rt k-simplex. 8y i X kan vi definiera ett singuldrt k-
simplexi ¥ genonia e
TEes Y A —> Y,

Vi kallar detta for G (f)(s,).

Denna avbildning utvidgar vi till en homomorfism

Ci) 1 €1 (X) —> € (V)

och' vi skriver

RO (ck(f»k( , -

Det dr trivialt att visa

]) Ck(f g) = Ck(f) Ck(g) : Ck(X) —> C(—\'V)
2) Cy (identitet) = identitet,

for varje k€ Z, om g &r en kontinuerlig avbildning Y —> W,
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Debsutom’ gallér i

Sate:2...  Cyp)dl = 4 Gl . -

om d}lz oeh d.}; ir ra.ndho‘momorﬁsmerirgspekt_ive singuldra komplex,

,.;:» Lg s

Bevxs. sk smgulart k-s 1mp1ex i X

(f)d (sk)- (f)(z(l)s )

=(-1) (c 9 s )e = cLVc B8y

‘Vi kan uttryckasatsen-pa-foljande sdtt:

Dia’grammet’ RS RPN S AT

e e

ar kommutatwt.

_Av l), 2) och Sats 2 fleer.

,‘Sats 3 Det s:ngulara ked_}ekomplexet 4r en toyologxsk 1nva.r1 nt,

»bestamt o, f X > Y . dr en homeomor£1sm och g3 Y—-> wdenlmversa

homeomorflsmen, ar: C,.(f) C*(X) - C*(Y) en famll_) homomorflsmer,_

som kommuterar med respekt1ve randoperationer (en sddan familj kallas

en homomor£1sm for komplex), och C*(g) ir en homomorfism fér komplex

Go() > CilX) 8 att GAGH(B) = iy Q(g)C*(f)—ldC %)
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§ 3 Allmanna algebralska ked_le/komplex.

Operatmnen 2RIt 4L ett lss*-dielsm.}klex (X) ordna Ha(X) ix rent algebraisk,

Vi generahserar detta.

Def1n1t1o_n.

' En sv1t C* (C k)ké gz v AN -moduler C, och /\ -homo-

. ,T%:..

Rsi ddan att

=0 fﬁr varje k

ik
/v

x(ove T _/\

Exemelz i Satt ‘ -Ck;: k(X)

DS ks e e
- -.L R R %

k—! =

kallas ett ked]ékﬁhﬁplex

D& bliF CK) et Kotnplox (over Z).

2oy e
‘h e E

V1 kaha.r allmantg elementen i Ck k- kedlor.

74 i

Ak NI R

L3t C* vara. ett komplex. . ‘

,5 2 a8 T?’ t

Da ‘galler att

_éix: ej exakt. )
Deg ar da naturhgt att 11ksom i det konkreta fallet Q(X) som ett matt pd

§v1tena avv1kelse fran exakthet b11da Ker d /Im dk—H' . Man bxbehaller dven

;den geometriska termindlogien..
Alltsa‘ Ca

k(G,':) = Ker dk k~te cykelgruppen

H, (Cp) = Z;;<¢4)/Bk(q<) k-te homologigruppen for komplexet Cg .
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§ 4, Abstrakta kokedjekomplex och smgulg kohomologxteon.

V1 anvander nu funktorn Hom (° R) pa komplexet Cy .T Vi sknver

-

.s.

(]

ey

och dk

Hc?mj\ (Ck,

Hom/x(dk + I . R) .

R)

H I

D3 fir vi sviten
( )_——»C (R)—-—->C (R)

v s

®

;Vl bxlda.r analogt med tlchgare vhisr iy ric fozdid,

 k-te koeykelgruppen,

i k-te korandgruppen,

\H (C *) = Z /B k~te kohomologlgruppen.

oE ‘

SEec1e11t' Cy =C (x), j\ z

C'(X, R) =Homz(ck(x), R) k-te singulira kokedjegruppen

av. X med koefficienter i R,

V1 sknver

C* (X R) = Hom (C (X), R). Detta komplex 4r uppenbarligen en topologisk

mvanant.

“Alltgd -galler detta dven ?H»»k(—-X,R) = ‘-HK(C *(X, R)) och denna gripp kallas f&r

‘den ‘Kéte:sinpulira.: Kohomologigruppen av X med koefficienter i R,

sy

§ 5, Ett topologiskt-algebraiskt problem,

Vi skall i Kap, 3 nirmare studera algebraiska komplex och deras (ko~) -

homologigrupper, Hir skall vi betrakta ett topologiskt rum X, och

LY TR e g e

H,(X), H*(X,R), Det ar litt att se, att H?*(X, Zp) ir ett vektorrum &ver

R
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Zp och dessa grqi)pef ir oftast littitkomligare &n Hy(X). Men det 4r klart,
att H*(X, R) og_:»h; Hy(X) ej kan vara oberoende, fér om funktorn Homz('- +R)

ir exakt, dvs, R mjektw, s3 ar, som man latt inser

Xarw

H (x R) = HomZ(Hk(X), R).

Vi vill nu generahsera denna relatmn, och staller oss féljande

Problem: Vad ar sambandet mel'ﬂj"n H*(X R) och H*(X)?

e CO e Tk

Studiet av problemet ovan motxveras dven av. foIJande moderna’ formulering

T

av Poincaré s dualitetssats, BT
‘Lt X vara en kompakt orienterbar differentierbar mangfald,

D4 giller

dim X = n => H, (X) = H“"k(X,'Z’).

L3t oss nu 18sa problemet ovan, Sviten

E(k) 10— B, (x) —> zk(x) T

ir def1n1t10nsmassxgt exakt
: d :
Betrakta Ck(X) > Ck I(X)

sokan

E

Bﬂtge‘%n&r_?v_- I Er JLS tBk"(X) ’-.;;l-céman av dy ar Z,(X).

Alltshi' fir vi’en exakt._ svi.t,

@A

E(k) 0—>Z(X)—>C(1{) kl(X) 0. 
Vibetraktar nu dessa sviter dven £8r kK +'1 ok k - 1; “och sittet ihop dem

till f5ljande kommutativa diagram



i

i

i

o

_,-__-'Apphcera“nu funkto Hgm {2nR)- pd diagrammet,, -

RS R R e R R R R

200

Hur*transformeras Sviterai T FenSEiglicrss

Kediegruppen ; G {X), 4 fri enligt konstruktion; :Men dven 2 (X) .oeh:..

By{X) 'arfrial “Detts foljer ur

Sats 4, Var_)e undergrupp- ti,;fl?’;én51?:5.'i7-7ai§"e‘1'%'£"grupp ar fri,
Fb:r beyiset,.se. t,- eX, . Bourbalu Algtbre, : ch, VII, 8 3 Th 1.

Alltsa har E;» och E en pro_}ektlv terrn 1 m1tten, sa att vi kan tillimpa

T et

teorlenl Kap, L, V1 far 4

-:.,, s

(e - = Ext] (Hk(X), R) och

G(E') = Ex,tz‘ o, G

och eftersom ﬁk_](X) é'i':‘pro_]ektnr, ir

Ext, (B, ,(X),R) = 0,

e,
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Vi far allts§ de exakta sviterna
i - @rHomZ(H (X), R)<—0

0 < Ext (Hk(,(), R) <— HomZ(Bk(X), R) <—Hom Z(zk(x), R) <—--

0 <— HomZ(Zk(X), R) <~ HomZ(Ck(X), R) <— Hom 7 (B (X)R) <—0

och vart dlagram overgar i

Hom(Ck_H (2(), R) a 1(2
! _r\\ = ]
Hom(Bk(X), R)\< Hom(z, (X), R) <— Hom(Hk(X), R) <—0
: =R R ~o |
J .
! N A
0 | HemfC (X)R) " 0
by EthfHk_! (X), R)<— Honz(Bk=} (x), -R?<—ﬂon}(zk_} (X), R)

~ A

4 0 Hom C !(x), R)

éom ir kommutatxvt och har exakta rader och kolonner.

(V1 skrzver bara ut den del som vi kommer a.tt £3 anvandnlng for,)

L#

Av”&é"tta“"dié?gi’ém se¥ vi, att om vi‘identifiérar -

Hom (Bk ‘(X) R) med sin bild i HomZ(Ck(X), R), s3 f&r vi tre grupper

mnehallande varandra'

k-1

Im d*7!C Hom(By_ (X), R)c Kerdk

Den nedre delen av diadgrammet medfor att

1 T .
=Bty (1, (), R).

P2 liknande sitt medfsr den dvre delen att

Ker d“fom,, (B, (X), R) = Hom,,(H,(X), R).

Men vi tillimpar nu féljande enkla

Proposition,}. Om A, < A, C AZ ‘55. dr kdrnan till den naturliga epimorfismen

0"
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A /Ay B> A /A, likamed A /A,
0— A /1; —> A, /A LA /A, —> 0

1770 2770 Ty
dr exakt,
(Noethersmomorflsatsj. Vi £f3r allts3:

Sats 5,, Det finns en exakt svit

Q2 Bxty (B4 (X),R) = HI(X, R)= Hotd pAFRL(08), R) =310, fvon anoniek

Denna formel kallas ‘den’ univé#sella’ kSeiicidntidrmeln,

Sats 5’, “Sviten™ o
§re S ar s ool i
0—> Ex:, (Hn_] (X_);% g,) ,—> H{X,R) —> HomZ(H.n(X), R)—> 0

4r exakt och splittrad dys, det finns en homomorfism
Y S PelEEA SR i’, SRR PP A O A S A .
Hom, (H (X),R) —> H™(X,R) siatt pi=id,

Innan virdntyder beviset-for detta,- skall virhidrleda ett korollarium, Vi .

: : 3

Lemma 2, Lit 0 e’,;>:_Ao —>A <— A, —>0
1

w—araexakt, och antag att P, = id A ° D3 finns det en entydigt bestimd
H ]

R
P o .
homomorﬂfi_sﬁrp’ A —> -A-o’ . sa att { qﬁ, p.} " ger en representation
L _.:;‘_,‘:. Gi oot L2 L Y ﬁ’-\{zo’]
av- A som:direkt summa av Ao och A] . (Se Kap. 1, sid, 29,).
_ P ,
Bevis: Betrakta avbildningen A —> A, dir @ = id, - q,p;. Klart dr att

P,®=p, - (p-]_q]-)p] =Pj - Pp; = 0; ‘dvs, Im ¢ T Ker p, =lmgq, sd att

? (a) = qé(ao)-, ddr a, dr entydigt bestimt av a, Sitt po(a-).= a» Vi fir
Po

di én homomecerfism A “—3 A s8 att @ = q"‘);'ib,' dvs, idA = qépé -l"'q]P]s.
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Det Sterstdr mi att-visa,.-att Piq, = idy - och Pgd; =0s Mg om.vi kom-
o

TUP1% T %Pl

0O

poserar 1dA =qop0+ q]P]med 9, s fir vi ..<_1-9; = ggpoqg

Hirav foljer p q =1id, _eftersom gq . ar injektiv, P4 samma sitt.visas,

Lemma 2 ger nu fol_]ande

Korollarmmg t111 Sats:"SJ . (X R) ar 1s;:'»rr;orf"med dlrekta summan nav

= ;.--;

(Hn‘ ](X), R) “och Hom (H (X), R) (Det f1nns dock inte ndgon kanonisk

representatlon av Hn(X R) ‘s6m d1rekt sifnma. )

Obserwveray-att.enbait existensenrav:ien exaktisvit . o o~

Q——>A-.‘-——>A >A]—>0

ej medfor ‘att A arisognorfmedﬁdirektasumman awv: Ao och A1 o
x 2

peli 0',—>Z“€———“Z -y Z2 =<2 ()

ar exakt men eJ sphttrad och Z, ar e_] heller 1somorf med Z-LLZ2

Exe

Av lemma 3 i Kap, 1 féljer, att om T &4r en kontravariant additiv funktor,

sd ir T(E) sphttrad och exakt, om E ir det,

Eor att bev1sa. Sats 5 observerar vi, att E'(k) pa sid, 44 ir en splittrad
exakt svit, Detta {oljer ur
Lemma 3, Varje exakt syit
Qi > A —> B —=> P — 0
med P projektiv, ar splittrad.

Bevis: Betrakta diagrammet
>

13 s o’ : P . o .
Eftersom P ir projektiv, sad kan identiteten faktoriseras sa, som anges i

0 exakt rad,

diagrammet, Men detta innebir just att sviten dr splittrad, V.5, B.

[D'et 6verlimnas it lisaren att med hjidlp av detta visa, att en modul P &r
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projektiv dd och endast d3 den 4r en direkt summand av en {ri modul (vi
kommer ej att anvidnda detta resultat hé‘.r).]~

-Alltad sx kalonnerna i diagrammet.pd sidan 45 splittrade och detta géller &2
4&ven om kolonnerna i det transformerade diagrammet pi sidan 46, Den

entusiastiska ldsaren kan nu litt f_ullborda, bleviAs_‘et for sats _5/.

§ 6 Tlllampnm g av unlversella koefflclentformeln pa. Po1ncarés duahtetssats,

-
W

Har ar X ‘en kompalrt or1enterbar'dlfferentlerbar mangfald

dim X =m, och H ()=H"N(X, 2).

‘Diéssutom kan man visd; att grupperna dr dndligt genererade,
3 grup gLt g

"Sats:5% ger nu foljande relation:
o N,"“:-'-- R i ] R
Hk(x)_HomZ(Hn_k(x), zZ)LExt'(H _, ,(X),2).
Vi har féljande spgttﬂr_g.defgxakt_a_. svit

dar T betyder tor81ons<-1e1en,' och .F den £r1-a delen av grupi:en i fra.ga..
:Lervnfna_;.» &. .Lat T vara én\tloux:s‘u;nsgg‘ruf;p, ocnlat n .saxna torsmn. DA ar
Hom (1, 7) - 0. |

_B_e__w_g. L3t f vara en homomorfism T —> R For varje teT fmns ett

:n4= 0 s4 att nt = - 0. ‘DS Ar 0= f(nt) g nf(t), v11ket medfor, a.tt f(t) = 0 ty

R har 1ngen torsmn° V.5, B, o o

Av detta lemma foljer att Hom (H vk(X), )’\’Hom (H k(X)F Z)-—— f~i (X)F'

och av teorien i Kap. 1 (nederst pd sid. 29) foljer att
wop } 1
uth(Hn_k_](X), Z) > Ext, (Hn_k_](X)T, Z)f;JHn_k_](X)T i
Poincarés dualitetssats splittras alltsd upp i tvas
—~ A Y, < ;
Hk(X)_F__Hn_k(X)F och Hk(A_)T.—_ H (X)T .

Den férsta ger ett samband mellan Bettitalen B, = Bn—k)OCh den andra ger

ett motsvarande samband mellan torsionstalen, Det var sa Poincaré
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ursprungligen formulerade sin sats,.. . . -

§ 7. Tensorprodukt och dess funktoriella egenskaper,

‘L8t " Cy  vara ett komiplex over:"/\'} 6ch"'R en A\ +modaly Vi har
defiriiéréit:"“kohbrrio:lo”‘g?fgri-ip:pér av G « med koefficienter i ‘R genom
Hn(Homj\ (C* +R)). Vi skall nu inféra en ay funktor, tensorprodukt, med

vars hjdlp vi kommer att inféra homologigrupper av Cy, med koefficienter E

i R,
L3t /\ vara en kommutativ riﬁg i)ch L, M, N /\ -moduler,
Defifiition, Avbildain genr % M N[ $agés vara bilinedr] opvialla av-
bildningar *
M D m —=> f(m, 0 ¥)€ L 18y G N} ikt
och A
N3n—> fm* n)EL for m ¥cM, fixt
\éir ‘[\-hc.)mornorf-is1’1’1ere - B -
Vi skall ny visa f6ljande fundamentala.sats, som reducerar studiet-av bi-
liredra ;avbiiidhingfif -definierads Ppa M % N+ Y studibtiaven andgens «
M"Ni> T(M, N) och dess Kompositioner med /\-homomorfismer
‘definierade pa°;:i T (M -NY,- s 6
“Sats 6, Till varje pa¥ M,N. av /\-“modulér fins déten f\ “rodul T(MN),
och”én 'bilinedr avbildning @ : M x N —> T(M, N) med fsljande egenskap: ..

Varje bilinedr avbildning f i Mx N —> L, dir L &r en godtycklig

/\ -modul, kah entydigt skrivas f=g9 , dar g T(M,N)—> L ar

AEE

[‘\) ~linedr,

P
M x N —=> T(M, N)

",
,

-y
z’/
P
¢}




= BT =

Dessgitom 4 ‘paret ?(T(M{N)-;?q?)“):- eht'ydigﬁ bestimt- s8ndr som pi en entydigt
bestamd is omorflsm'

Colimerae

Pro_posltmnz . Antag att . (T(M N),?) och T'(M,N ),?") uppfyller villkoren

i sats 6, Da f1nns en entydlgt bestamd (kanonlsk) 1somorf1sm

Prve, A = 3

TiT Tt o8 att 9= fq>

P
Beviss Betrakta FaMEX N—==3 S,

Da f‘mns enhgt forutsattnmgen - homOmorﬁsmer T:3 T—> T' och

‘l‘q; och L Alltsa ¢ s (T' T)‘P

To=d 9 i"o;jér ur entyd:ghe;en av faktorisermgen av’ P

R CEREY q) P n L Ly, o o, n
att Tt = 1dT. Pa samma satt visas att T = idT" V.S, By

Lemma 5 S Bt T(M N), som uppfyller villkoren i Sats 6, /) -genereras av

elementen cP (

Jn)' ,mCM ,nEN. )

Bev1s' Lat T vara den undermodul av T som genereras av dessa

P —

element och i 1nJekt1onen av T i T. Vifir ettdiagram vars nedre del

N
T

(Hur A deﬁmerasar klart, ) Men den svre delen kan kompletteras med j
f:‘l.llwen kommutatlv triangel, pd grund av (T, ? ):s egenskaper,- Hirav féljer
att ij = idg _(ent,ydigh.e_ten._av faktoriseringen
P
/r
M XN ij 3 idT
Y

P ST )
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58 att injektionen i 4r surjektiv, dvs, T= T. V.S.B. R
Generatorerna Llo(m, n) 4r ej lineart oberoende; klart dr att det finns

foljande relationer mellan dem?

@(m]'ﬂ’nz, n) -9 (m]r n) - CP (mzs n) = O_: A q):(r_?'zla___n) - C\D ( >‘171’1.,_ n). = -.0:_. )

(BL)

|

? (m, n +n,) - @ (m, :_1],) = ¢(myn,) =0, AP®(m,n)-P(m, An)s= 0, .
Lemma 6,- Om (T(M, N),?) uppfyller villkoren i Sats 6; s giller att varje
- relation mellan 9.(m;n) 4r-en lineir kombination av relationer av typen

(BL)‘?:;:. - ™

Bevis: L&t S vara den /\-modul, som genereras av element (m,n) me M,

"nEN, med de enda relationerna (fn]+m2, o) - (m;,n) - (m,,n) =0, ... osv,
analogt med (BL), Mér precist, 15t %(M, N) vara den fria /\-modulen

~generetrad av (m,n), mceM, néN, och R,(M,N) undermodulen, som

AN

~

-genereras av

(ml +m2: n) - (m]) n) - (mzi n); A (m: n) - ()\m: n),

(m, o, +n2) =~ (m, n-l.) - (m, nZ)’ A (m, n) = (m, An),

och sitt S = F,(M, N)/RA(}A, N). Vi betecknar bilden av. (m,n)i S temporart
med (m: n). :
Enligt konstruktionen av S, sa finns den en bilineidr avbildning

s

~

MxN > S, definierad genom cPs(rn, n) = (m, n) ,
Vi tow st ol (5,%) sppfyllen Gillinsn i wtyé

L&t MxN-—> L vara en godtycklig bilinedr avbildning, Definiera

g :5—> L genom g{m,n)= f(m,n). Denna definition #r oberoende av
representantvalet, och ger en entydigt bestimd /\ -homomorfism g si att

. diagrammet

MxN >

/
\L-
-

]
|
f<——uwn
aQ
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blir kommutatlvt Detta bev1sar Sats 6 och dven lemma 6 (tag L=T, £f= q))',
som endast taglts med av pedagoglska skal
Definition: Vi skriver

M @/,\ N=S§ =1«:A (M N)/R (M, N)

och kallar den tensorprodukten av M och N, I stillet for @ Jm, n) skriver i
m @, n.

Anm, Av Iemma 5 och 6 foljer att elementen m@ n, med meM och

nEN, A ~genererar M()N och de enda relationerna mellan m@mn {is

FAY
genom -hnearkombu_;a‘tmner av st

: (m1 +m2) /\n— ml(g,)_/\n My ‘Z‘Rn =0 yeeey 05V,

Proposition:3,- Dét fikinskinoniska isomorfismer

& N ZHONG M = NI A M
M&N N&M, Ci; 7t

Bevisy Ovaidg

~

[ A - R Lo o o g ot
Betrakta hu  hotioimorfis ink'n "M =<5/ 1§/ ""oeh N —> N/, och studera avbild-

ningen - .. : : RIS [T

- MXNB(m, n) —5 f(m)@g(n) CM @ N

Denna ar, ‘som’ latt ses, bllmear, och 1nducerar alltsa en avblldmng

9_-,=':.,M® N —> M @ N, s3dan att .

] (m n) = f(m) Q;ng(n)
Vi-skriver 1b1and
Q= f(')?Ag- R

Betrakta nu /\-homomorfismer

AT M= M, f M =M, g i N=3N, g/ N —> N,
DA g dller
Proposition 4.
(1) (f'o58') * (£ @) = (£'9) ® (g'e)
(2) id, @ id =-id

/\N M@\N’

°
%
2
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~Bevis; {”d.'v"rii‘ng. (Anvind definitionerda,)

Vi set att

f —> f ®A id. for fixt N’)
‘och

N —> M@?AN

g > 1dM®Ag f6r fixt M

ar kovananta funktmner av M resp, N,

Proposnlon 5 Funktore rna

Bgvis: ((f +f )O g)(m@n) )
- (f +f2)(m)® g@ (f](m)l-f ))@\g(n)_
TG G )= (B +

¢(fz ABINTEDS l\?‘;\g‘rfz@;\ )(u 81\ for varje mE€M, n€EN:
Alltsa .

(f +f2)® g-—f1®g+f ®g R
Or.n vi tar 8 = 1dN, sa foljer att '® N ar adt.li?tiv. Pé'L samma sitt inses

att M@A- ir -azddi—tiv. V.S, B,

Sats 7, De additiva funktorerna - @"‘AN och MQ()’A- ir hogerexakta,
Bevist Det ricker att betrakta fallet - O/&N.
Lit
f g.
0-> MI—> M—> M" —> 0
vara en exakt svit,

Den ger upphov till en svit

f® 1d gQgAidN
0 —> M@ N—> M@AN >'M"®AN-—-—->O 5

som i allmidnhet ej dr exakt,



- 55 -
':"Skm’-};trﬂlfaui gt
f* = f%IdN’ g~ g‘;@_/)ch'.,

Vi skall visa att

f
M'e:N i> M® N --g—-*> M"@ N—> 0
A A N

dr exakt , dvs. att

1). gadr surjektiv,
2) Im fyC Ker g%,
3) Ker guClImfy,

1), Det ricker att visa att Im g , innehdller:ett.generatorsystem till ..Ms'_;!N,

T-a'g» - mn@An mead rn” & M, e Né

‘Eftersom g ar surjektiv, ar- 'rhz:'ff‘:}-:g‘(m) f6r ndgot' m& M, D3 ar
gxmn) = @i )(mGp) = ghr)gn = mi@
SRR B s S I - 5 SN

2). Ur gi=0 foljer.att

g¥dy= (g%ldﬁ)'(fqldﬁ)~-ﬁ gf (ﬁ\ldN = 0@idy = 0,
3) Vi définierar forst en homomorfism X
MY @N —> M®N/Imfy ..
. A _A

Lit p : ME@N—> M®N/Imfy vara dennaturliga projektionen, Tag .

(m',n)E M"x N. D3 d4r m" = g{m) for ndgot mE M, Satt

%

8 (m", n) = p(me n.
A

Detta beror ej av valet av m, Antag nimligen, att

K-
L1
&
?:, L
£

&
e,
o
%.’
&
2

gm )= glm, )= m' ,

. e

o .. _ o~ - . o : - = 1
Da ar m, - m,& Kerg = Imf{, alltsa m, mz : f(rn).
5 Hirav foljer att

. - - - ; = f. 5 S 2k Iy B
m;]@/\n m, % n f(mﬁ@/\n f p(m @/\n)é Im %,

och alltsd ar p(m]@%n) = p(mzé%\n) .

TR ey
SRR T
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Detj-tiverla"'tes.it léisaren att visa att © drbilinedr, Det induceras endav-. -~

w

)(-ngsw (m Q;'\n) =X(g(m)@/\n‘),_s..9_(g(.rr?»-n)~= p(m@&n) for alla m&M, neEN,
D3 4r KerggSKerp=imfg. VeSeBe o oo

Anmi Om A\ €j dr Korniutativ, men M och N &dr hoger- resp, vinster-
P . B T DAL T N D O Lo, TS G A
/\ -modulér, ' sd kan vi pd liknande sitt definiera e’ 'Z-rmodul" ‘T(M,N),""som

dr'en niversell 1séning till problémet, att konstruera Z-bilineira avbild~

f
nmgar MxN-—> A (A= Z-modul), sd att f()\m, n) = f(m, Xn)_ Denna .1"s_-_

ning har 'sdmma funktorlella egenskaper, som M@ ‘N i det kommutatlva.

i allméinhet), Det icke-kommutativa fallet dr.av stort intresse; gruppringen

av en dndlig, ickekommutativ grupp dr t, ex., ej kommutativ,

£

§ 8, Homologigrupper med allminnare koefficienter,
. K
L3t nu C, vara ctt kedjekomplex &ver ringen A\ (ej nodviandigtvis kor;imuta.tiv),_ :
och R en v'a'.nster—-A-'modul.
Lat oss applicera funktorn - Q R pa C 4. - Vi fir ett komplex
d , ® 1d dn@}/‘* 1dR

n+ AR
® R——>C @ R——>C_ ;@ R——> .\,

err T n+l
som vi betecknar med C *®/\R. Dess homologigrupp Hﬁ(C *@AR) kallas for

n-te homologigruppen f6r komplexet C, med koefficienter i R.

Specialfall; /\ = Z, C, = C(X), R abelsk grupp., Hn(C*(XﬂZR) skrives

dd Hn(X,"R) och kallas fér n-te singulira homologigruppen f6r X med ko-

efficienteri R, Om R = Z sa fir vi tydligen tillbaka Hn(X). Darfsr
skrives dessa grupper ofta utférligare som Hn(X, Z),

Problem; Vilket 4 sambandet mellan grupperna Hn(X, R) och Hn(X) @ZR?

Om ®ZR ir en exakt funktor, (vilket intrdffar om R saknar torsion), sd

dr de lika, som man lidtt inser. I ndsta kapitel skall vi inféra en any funktor,
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Torlz(,R), som miter avvikelsen for.exakthet hos «®,Ri Vi fir di en -

splittrad exakt svit

(Universella koéffitichtférineln for homologigtupper)i

Man kan dven visa foljande:

L&t X och Y vara tvd topologiska rum, XX Y. deras topologiska produkt,

Det finns dd en exakt splittrad svit

HE(Y) S (05 y) =5 AL Torf (H(X), (1)) —>0
< ptg=n-1 C

P AP P I -
e A S Y

».‘O‘* .',_ N 0




Lunds Universitet . Féreléisningar i homologisk algebra
‘Matematiska Institutionen - HT 1961 - - Jan-Erik Roos -
~ (redlgerade under medverkan av
Sven Spanne)

KAPITEL 3. ALLMAN TEORI FOR SATELLITER AV HALVEXAKTA
. " ' FUNKTORER. TILLAMPNINGAR,
(23. september, -7, 14 och 21 oktober: 1961)
Rasumé.
V1 kommernu t111 c‘len‘centra.la punkten i fﬁrv.:eié:vsninga'fna., z;ﬁI:ietta kﬁa'.pitel.

'skall vi na.mhgen studera en allmin halvexakt additiv funktor T och dess

.é*;vﬂgelse fran hoger— och vansterexakthet Vi leds pd sa satt ;.111 att 1nfora
-s k. hoger- och vanstersatelhtfunktorer av T ‘ Dessa ir ocksa. halvexakta,
och 1terer1ng av proceduren ger hogre satelliter, vilka tillsammantagna ger
mycket prec1sa upplysnmgar om T, V3rthuvudresultat &r en 1ldng exakt
sv1t, som sammanbmder T med alla sina hdger— och vinstersatelliter
{sats” 552'1%10). Om fﬁﬁktbrii" T dessutési Fedam 4% ekakt it hd dger eller
vankter (vilket 4 fallet med " och Hom “si Kkan satellits¥ni 35 som
homologi- resp. kohomolbgigrupper av vissa komplex, s.k, uppldésningar,
(I det allminna fallet ger dessa komplex endast de s.k. deriverade funk-
torerna av T) Sém tillimpning bevisas en klassidk sats av Hilbert om =~
gré&ﬁéffiadé thoduler dver polynomringen i n ‘variabler sver en kropp.
(Syzygiesatsen),

Satelliterna av () och Hom stideras sedan ganska ingiende, V&ra resultat

generaliserar bl,a., dem-vi fick i kapitel 1 och 2.

Kapitlet avslutas med ett studium av induktivt och projektivt limes, samt
en motivering f6r den speciella roll, som funktorerna Hom, X och deras

satelliter spelar i den homologiska algebran.

Lisaren finner m3hinda detta kapitel vd} tekniskt, Det torde emellertid
observeras, att é%l—l} grundligt f6rberetts i kapitel 1 {studiet av exakt-
"het hos Hom); i manga avseenden 4r det ndstan samma resonemang, som

kommer igen i det allmidnna fallet, Komplex haz redan studerats i kapitel 2,
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Resultatet om maojligheten att berikna satelliter mied hjdlp av upplosningar

‘_pch.‘_tg‘q;rien for sammanhidngande sviter av fugkt;.)_,rgr.___ (§ 7) har manga

Tk

&

praktiska tillimpningar, Anvénda i ett litet vidare sani}i;;nhang ger de

inojlighet att t, ex, §ystematiséra studiet av Cousins forsta och andrd prob-
lem ‘i teonen for analyt1ska funktionet ‘av fleva’ komplexa variabler (kapztel

4) Pr0p031t10n I g 7 ger (txllsamm e mied’ bladverksteon och
arakompakt / —

det faktim att differentierbar part1t1on av énheten &r mo_]hg pa eanJ.ff” ren=

HErbar &nfﬁngfaiél X)'étt enkelt bevis for dé Rhams Klassiski' §ats om r’rm‘_rs"E ’
11gheten att Konstruera kohomologiska invarianter for X, med hjidlp av |
differentialformer pd X. {Kapitel 5)., Den kohomologiteori, som anvindes
i detta sammanhang, &r den-»-Grothe-ﬁdie'ckska,o den konstrueras med’hjicil‘p _

£ av. upplosmngar, och sammanfaller med Cechs klass1ska teon om rummet

i

.ar parakompakt (se kapitel 4, 5 )

;kan sigas, att detta kapitel ger en ganska fullstdndig bild av grund-

dragen av den additiva homologiska algebran. . (Jfr dock kapitel 6,)

:E; 1. Begreppet funktor,

Allarmgar K Soin bétraktas i dettd kapiteél foruts 4ttes ha enheétselement, '

Bostpa g d A . .. 5 o - . A i o
och tned modul 6ver /\ menas en unitdr vinstermodul da inget annat sdges.

1.4t oss paminna om funktorbegreppet.

. v
L3t /\ och /\ vara tv3 ringar.

Definition, En avbildning

| M1

' I f —> T(f)

som till varje j\ ~modul M ordnar en /\ modul T(M), och till v:(a.rje
- £ T(f)

/\ ~homomorfism M ——> N ordnar en /\ ~homomozrfism T(M) ——> T(N)

T(f)

> T(M)), s att

(resp, T(N)

e
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1) Tg)= T - resp. 1) Tl(g) = T(g)T(®)
2) T(ldy ) =Id 2) T(d

(M) M = Tr)

kallas for en.kovarian:t{ E("‘:i-e,sp.,- kontréiiar,_i_a.nt}funktor fran /\ ~moduler till

/\ -moduler, (Egenthgen bér man saga' fran kategorlen av /\ -modulertillese

.
i
=

ete, “Se kapltel 6.) Fanktorn T siges vara add1t1v, om T(ft+g) = T(f) + T(g)
for yarje f, g€ Hom(M, ), oghalla M, N,.

Lé',tN vara en fix héger /\ -modul, Vi har i kapitel 2 defini-

erat en avbildning

3 Acd o o

,
%‘

—-rrndulernllZ"mOduler, och vi har sett att NC%\\ - 4r en kovariant

> IdN®Af :

489

Exempel 2, :.
* (. M——> Hom (M,R)

N

B,

23

P

5

e

pR e

. ﬂ M—> HomA(R. M)

o

Hom (R, *

\ f ——> Hom (R, {)
AN

dr en kovar1a.nt additiv funktor fran /\ moduler till Z-moduler. Dessutom

‘har vi wsat, ‘att funktorerna NO - och Hom ( + R) uppfyller vissa exakthets-
axiom, L3t oss precisera detta med hjalp av en
Definition. L3t T vara en kovariant additiv funktor fran A ~moduler till

[\[ ~moduler, och

Et 0 > L—> M > N > 0

en exakt 8vit av A‘/\)-moduler. Vi sdger att T 4&r resps halvexakt, hoger-

N R SR e S R SRR TR S g

exa.kt vansterexakt exakt om motsvarande svit av /\ -moduler}



T(f)

- T(L) —_— T(M)

e e w I(f)~ =, . ey

ir exakt

additiva funktdre':g_.
ﬁl @_.... ;..
Hom (-

.A

Exempel:

Ext) ( »R)

-ﬁ-\-

ViEa, att

Siw e i

Ovnmg '

E2
o
o
&
£
.4

A

R TR B

Denna funktor dr hoge

its dttning
(Tf,r docl

'I‘(f

T(f)

'R)

./\

—a-
T(g) £ -
—> T(N)

T{g)

SR T(’N) 50

T(g).

5 "T(M) S TN)

- T(g)
—> T{M) ~—> T(N) —> 0

Man har motsyarande definitioner f0r kontravarianta

4r hogerexakt ;

it vinsterexakt,

(se sid. 31) dr halvexakt (bevisa,s senare).

Hoim' (R ) it AnStetexakt,

./\

( /\ kommlgg.titv).
21

rexakt i en mening, som ej kan preciseras hiar, Vi

en att hilla oss till additiva funktorex, och pap ekar 3

csé-S..) i

'(D

detta i v‘a.r;e "sarskilf £

TR AR

modulerna.

Fall,] For att eJ tynga. ned framstallnmgen i fortsdtt-

heller i o_nodan precxsera ovei' i‘r‘llken r1ng vi betraktar

ningen, kommer vi.ej hel

er av halvexakta kovarianta funktorer. L.

L&t T vara en’ kovanant ‘halvéxakt funktor, och

> N > 0

§ 2. Vinstersatellit
£
CE: O > L
en exakt svit, D3 dr
¥ 'I‘(f)
¢ T(L) ——> T(M)

exakt, men T(f) (resp.
L3t oss borja med att studera hur G(E) = Ker T(f) variera

>

M

T(g)
———> T(N)

T(g)) 4r ej nodvindigtvis injektiv (resps. surjektiv)e

r med E,:dd N



hilles fix, P ) .
Vi’'sdger som tidigare att E> E', om diagrammet

f g
£ 00— L—>M——>N—>0

v
4
v
2
\/
o

E .0 : -'.-‘.3:>.'f i;“'.h:’;, o '

e

Kafi Gtvidgas nied avbildningen "'l M 3 MY, 58 att’ dlagramimet

g
M—>N

>N
g'

blir.kommutativt, P4 samma sitt som:pd.sids 23.sezx vi att det finns en

entydigt.beétimd;*}'xomomorfi§m 1: Li—> L' som gbér

iz P s M N >0

—> G(E) > T(L) > T(M) > T(N).

> G(E!) —>. T(L‘) > T(M')-——> T(N)
P T ey gy

Om v1app11cerar 'T pa detta dwgram, s?l far vi d1agrammet

0 ‘ AT

0. vy ey W

som ir kommutativt och har exakta rader, (Avbildningen u induceras av
T(1) p3 samma sétt som ovan,) -

Analogt med Prop, 51 kapitel 1 giller att u &r oberoende av valet av av-

bildningen m ¢t M—> M' med g'm= g, och dessutom giller, att om

E.>E.>E

» 2 g BA AT Uygu,, U4 (jfr sid. 23).

Situationen 4r allts3 analog till den i kapitel 1, dir vi studerade ett dualt

fall: den kontravarianta funktorn Hon:;/\ (*,R)s Avbildningen, som svarade
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>G(E/) ar

mot 1 var di injektiv; vi kan allts§ vinta oss att G(E) - v

surjektiv, -

Detta ir nktlgt (Sats 1), men beviset “ir en aning mer komplicerat, ty

/fgnk:l:orn T forutsattes endast vara halvexakt Avv1kelsen frin vinster=-

exakthet G(E) bhx saledes maximal nir E 4r maximal,

Som' fﬁrberedelse t111 bev1set for detta, visar vi nu ett tekniskt mycket an-

vandba.rt lemma, av vﬂket spec1a1fa11 redan fsrekommit dtskilliga ganger

§ 3.. WOrm"Alemmat,. (Jfr Bourbaki, Algebre Commutative, Chap, L § 1,

ivt diagram, med exakta rader.

(Man kan ocksa 1nfora Coim 1= L/ Ker 1 , For ka.tegonen av moduler &dr

emellert1d detta begrepp ointressant eftersom 1 definierar isomorfism

Som vi ‘t1d1ga,re sett v1d .ff -era tlllfallen, 1nducerar f, .o f! eﬁiy;digt be-

stamda omomorhsmer Ker 1 i-—> Ker m vae ch Coker 1—f-'—-> Coker m
o | att dlagrammet

H ’-'a' ':-:»
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e, 0 0
Voo
Ker 1 — > Kerm —> Kern ( Ket )
'
\1/ £ \L g : 4
L —_—> M. ——>. N
m{ 77" T
L \L £! \L \ g! WV
L' ——— M'! — N
R [T Y I YU
-~ Coker 1 ——> Coker m——> Coker n ( Goker )
0 0 0

Blir kormnmutativt, - Dessutom ir kolonnerna:och mittraderna exakta, Vi
skall ge villkor som garanteraratt raderna Ker och Coker blir exakta,

Lemma 1, (a) Om f' &r injektiv, s8 &r Ker exalkt,

Om g 4&r surjektiv, 83 dr Coker exakt,
A () Om f' &r injektiv och g surjektiv, s3 finns en homomor-
fism’ G.Kern ——> Coker 1, si att sviten

)

Ker 1 —> Ker m —> Ker n —> Coker 1 ——> Coker m —> Coker n

Bevis, Utan ndgot e_;d;ra.agj_;ag.ande foljer, att é f':gf = 6 = 0, dvs,
IrnfCKer g. LAt oss visa, att vi har likhet hdr om f' dr injektiv. Tag
ett.. p_é_,l{ex_-;—g' . D3 ir é (+) = g(p) =0, (viidentifierar Ker m med sin
bildi M) sdatt p = f(\) f6r ndgot X 6 L, Hirav féljer, att

(£11)(») = (mf)(N) = m(p) = 0, efteréom B € Ker gC Ker m, Men 4ar
injektiv, Allits dar 1(\) =0, dvs. \NE Ker 1, Men detta in_neb:‘é.r att

p =£(\), och ,Vi har alltsd motsatta inklusionen Ker g CImf ., Detandra
pastiendet i (a) bevisas pd samma sdtt.

For att bevisa (b) konstruerar vi forst den sammanbindande homomorfismen
& , Folj den streckade linjen i diagrammet pa=wid, #an |

Tag v € Ker nCN, D3 ir v=gp), ty g ar surjektiv, Sitt p! = mie),

L it
.
i
1
e |
i
].:
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Vi fir att g(n)-(g m)) = (8 §)() = a(v) = 0, Allte ar pi= £(XY, ooh

vi satter 76 (v) = pL,(}\') =\t

g(u,) Da ar_:_ g(u 1&1)__'2

p] . Dessutom ar

f'(l')—' ' och f’(k')-—p.l, 83 att, f'(l()\)—- ()\' )\’)) /0, och efterom o

ir mJektw, ar 1(h) 7\'- )J . v11ket medfor att Al - )\Tllé:[nd_ S Ker Bire.

LR

i

Det ar dessutom klart att 5 ar en homomorﬁsm. e

R T

Nu aterstar att v1sa att sv1ten 1 (b) ar exaktﬁ ) Kvar att ver1f1era éir att

11
s

—

H\
-

=5 Coker m

—>" Coker 1=

g
—>Ker n

Yo Kerim -

L

ir exakt,

1) im g CKer §

Antag att v € Im g, dvs, att v = g(p) for p & Ker m, D3 ar redan

p!' = m(e) =0, ochalltsi 6(v) =0,

2) Ker 6CIm g

0 Tagp. sa att v —'g(p.) Da ar m(p.)"f. (h' )3 och

Antag 6(v)
)\‘ é Im 1, eftersorn G(V) = p()\')n 0. Alltsd ar m(p) = (f’l 1)= (m f)(h)@

Betrakta L f(h) Vi har att m_( p-£f(A))=0, D3 dr p- f(A) € Ker m,
och g(p- f(’t)) =g(p) - (gHA)=g(p)=v, sdatt v& Img.

3) Im 6§ € Ker £!

Antag M = §(v), Vilj p.och N som i konstruktionen av 6., D3aar
1! ()\‘) (PM' m)(p.) = 0, eftersom p, o =0,

4) Ker f‘ Cim &

Antag att f ()\') =0, Tagett \', skatt p, (\)= EUN D3 ar
(pM,f')( ) = (E'pL,)()\') 0 varav foljer att £(\') € Ker Py 1= Immo,
Alltsd ar f'(\) = mfp). Sidtt v = gl). Det dr di Klart att &) =N,

I fortsittningen kommer § alltid att betyda den i beviset konstruerade

B S S S T NS U T R

i
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homomorfismen, Det éverlimnas 3t lisaren att undersdka i vad man & 4&r

entydigt bestimd,

§ 4, Vinsfefé-ateﬂifer av-halvéxakta kovarianta funktorer, I,

Vi fortsatter nu d1skussmnen fran § 2 Som en forsta. t1llampnmg av

Lemma 1 borJar vi med ett enkelt bev1s for den utlovade

Sats ], Om E: 0—> L~ > M > N > 0 och

E's 0—3> L'—> M- >Nf >0  &r tvd exakta sviter med

PR A R

E> E' _fen halvexakt kovanant funktor, G(E) = Ker(T(L) — T(M)), sa

Vlhar namhg en.en l,sanomsk fa;<tonsermg _

P A r X v.“-;-,-,-;:“'.,....-__;_ ey .2 - L. s T - N J N
e ,\--,zx,:,{ AR 'G(E")_"_"_’>G(E) MR S ; R R

Lo

och ar denna. fd_]er, att u a fortlon ir surjektiv, I fortsatt ana.logl med

7~

kap1te1 l kunde v1mnu taga som E en maximal svit pA N si att i diagram-

met H

> N > 0

N.
M
lm id
M

> N > 0

t—>L—>

0> Ly ~>

i ooh m' blé’véui'jékfi{ra. [E)n sddan svit £ kan konstrueras, t.0.ms,
~J N . C . -
s3’att M blir projektiv, (Se kapitel 1, 3 5; |

Diagrammet ovan kan d8 kompletteras till
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0 0
j/ id \L
L” > Ll.l,
l |
0 s T s> M >N “—iic> 0
\‘/1' L l id
0 > L} > M! > N > 0
b )
0 -3

:ddr raderna och: ,,lg'olonhe.rna,,éirf'exga’kta-. .Om vi tillimpar T p3 detta diagram,
och kompletterar med G(E)- och G( E’) och sedan férsoker resonera analogt

med loc, c1t. s 83 sti:ter vi pa en vasenthgf svanghet' .T(1') ar surJektlv

endast om T &r hogerexakt EfterSOm vi forsoker gbra en teori 6T en

T
e

§ allmén halvexakt funktor,. :sd- fordras hir alltsd en:ny idé; - Vi ska.ll konstruera
g ett %}j som ar storre an E’ (och alltsa > r_.) sa att motsvarande forsta

% vert1kala sv1t 1 d1agrammet ovan eJ endasf bhr exakt utan dven 8 _;httrad

i” (se s\1d. 47) Da 5 ﬁerfores den av T ien exakt (t. 0. m. sphttrad) svit (se

‘kapitel 1, Lemma. 3 for det kontravananta fa.llet) och T(l') blir spec1e11t

surjektiv, sd att vi kunde nu upprepa resonemanget i kapitel 1, I stidllet

koinrher vi ‘att anvinda Lemina 1, 'va;r‘Viq?;resultatet faller ut direkt,

Konstruktionav E .

Avtekniska skil borjar vi med tvd godtyckligaiexakta sviter pd N:

EI: 0——'—>L]———_>M,I > N+ > 0
h E.: 0 —> L fz 82 N—>0

2 T IR P RO GO Y RN T R

(Senare kommer vi att vilja E, = E', Ez E;)

satt F = {(my, mp)| g (my) = g(mp) ) € My LM,
Avbildningen M]_LLMZ’Q _(m] ’ mz) —> m, € M, definierar di genom
restriktion en avbildﬁing ¥ Zs M, , som dr surjektiv, Tag ndmligen
ott m,& M,, D3 finns eftersom g, &r surjektiv, ett m, € M, sd att

B ¢

g.i(ml') = 'gz(mzj . Vidare dr Ker pz_’\_.’i) L] , ty
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Ker.p, = {(my, m,) | gy(m) = gy(my), my = 0} = {(my, 0)|gy(my) = 0} = -
-== Ker 8y = Lye

Av symmetrien me_llaq E]och Ez foljer att diagrammet

id

c—Pe—o
\

)
\'4
-
Vv

_> 0

v

Q.M
Juif
[o N

g

£, O0———> L.

: 35 &
5r kommutativt med exakta rader och kolonner, Hdir definieras i] genom

(44 0) o
1 A MI‘LLMZ (bilden ligger i den undermodul av M;lM,, som vi

identificrat med ‘F). P4 samnia satt deffaieras i, ©

L

Gedom komposition av avblldnmgarfir vi alltsd en epimorfism

(P‘ = :p]g’] zgzpz { F—> N
och foljaktligen ett kommutativt diagram .
) F P > N oo

0—=> Ly — > M

0

Men Ker @ = {(my, m,)| g,(m;) = gy(m,) = 0}~ L, LT,

Alitsi kan (1) kompletteras till

L . L2

)

i b

!
':\_LLZ > B
!

P
f g]

e
1 M,

L
|
0

=1
e

v

v

BRI Y SRSl e iy
P
-
f
&«

0



- 69 -
men 4r kommutativt och har exakta rader och kolonner, I den forsta
kolonnén definieras avbildiiagarna av den naturliga uppspaltningen i direkt b~

summa, Avbildningen LWL, —>F &r lika med
(1] ¥ 2)

L, 111,

R > F.

V1 har alltsa kommz.t till den 51tuat10n vi forutsPadde. Apphcera nu T pa.

d1agrammet V1 far

s vt T et T :‘—‘ '-'T_ \L‘—"—' Id""' e U
R > T(L,) — T(L )——-—-> 0

:. 4} e l J, T(lz) \L

i G(E) ———> T(Ly L Ly) ——> T(F) ———> T(N)

'"*l“* _ T l—‘ :—_—— 7 \]/ Fatal j L1

N med exakta 1'::Lde;.°c»chko].om:leki‘° Tlllampa Ler__nma 1 P2 den inringade delen

Yl far en exakt sv1t

S
g
5
=,
&
E

E

et GR )i

> T(L;) ———> Goker T(lz)

R L LR L - NS S R DR J-rs W ot EEEE

> T(Ml) (Detta folJer ur nedre mellersta delen av dlagrammet

T(L )

och ur defm1t1onen av avb11dn1ngarna for Cokev i Lemma. ] ) V1 kan alltsa.

sknva om den exa.kta sv1ten som

VI(£))

(SL) iy G(E ]) — G(E) — T(L ) ——> T(m))

Men har kan avblldmngen G(E) —_— T(L ) faktonseras

G(E)

\_\
_ \L ™Yy

'5'G'(E;)' > *r’(i,'l') — T(M,)

R D T T R T e

0

(Betrakta nedre vinstra hdrnet av diagrammet.) Men dd miste G(E) —> G(E'l)

e ant L

vara surjektiv eftersom .Im(G(E) -—> T(L])) = Ker(T(‘LJj) — T(M] )= G(E'}),

BERRREREIAY
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=E!, E,=E),

Sgbs 1ar s8ledes bevisad (valj E .E,

| 1
Vi ser alltsd, att om E> E', sd &r G(E') en kvot av G(E). For att fa
G(E) sd stor som mdjligt, bér vi alltsd vilja E som’ en maximal svit, t,ex,
som en svit med en pro_]ektlv term i rn1tten (kapltel 1)

Om El och ]E]2 ar mammala, si fmns det en entydlgt bestamd 1somorﬁsm

G(E ) ——-> G(E qu att £3 det hela kanomskt val_]er vi den sv1t E

Q)i

som konstruerats med hjilp av lemma 2, s1d. 26, och gor foljande

Nmax

Deﬁnition': G(E max)_betecv_lma,s med AS]T(N). och kallas for forsta

vanstersatelllten av_ T .

For att undersoka. hur S T(N) beror pa. N gor vi forst foljande allménna

observation: Lat M —f,.-—> N~ vara_.,en homomorflsm Qgh betrakta tva exakta

sviter, som slutar med M resp, N

~

Ep 00— J(M) —> K(M) > M >0 -
‘° . ‘ B \L f [ EIRE S S
Vgt 0 > F(N) — K(N) > N—> 0
Om det finns en homomorfism ki K(M) —> K(N), som, insatt i diagrammet

ovan gdr det kommutatlvt, sa 18t j vara den inducerade homomorfismen
J(M) —> J(N), .Applicera T, och infoér G(EM) och G(EN) som tidigare,

Vi fir en naturlig homomorfism G(E )—>G(E och den beror endast

.
pd £, B'evi‘.seit. limnas z'iilzulz'i—sarer”l.. Denna’entydighet ger transitivitet ete.

Hirav foljer speclellt att .Sy T(N) ‘dr.en.del av en additiv kovariant funktor,

S] T, den f3rsta vinstersatellitfunktorn av T, (Jfr motsvarande situation

for Ext! pf sid, 30,) L&t oss nu Stervidnda till den exakta sviten { . )s
. . ~ °

Om vi viljer E, maximal pd N, si blir ocks§ E maximal, och alltsa

~
G(E) = 5, T(N), Det foljer av definitionen av $ ilemma 1, att

~
G(EM ) —> G(E) 4r just den avbildning, som induceras som ovan av
+ 5 N
EMI 0 > LﬁJ > > M] — 0
\L l id \L g1
Yavs
E 0 > L, L L, F > N >0



Betiﬁc’ta nu EM]? mag ° Motsvarande G a.vbﬂdas p§. G(E 1), och vifir
alltsa av ( 2 ) en ‘exakt svit :

Si{T(M!) _— S]T(N) > T(L!,.) —L T(MI)
dir den forsta avb11dn1ngenar S] T(g]) ehgt gaipgj,}giviteten och entydig-
heten av induceradé avbildningar ovan, - Denna. sﬁt kan fortsittas ett steg

T(g,)
till hosger med P T(N) for T ar halvexa.kt “Samma sak kan géras

till vdnster:
Proposition 1. * Funktorn S']T ‘dr halvexakt,. ,
SR SN > vara en exakt svit, och’

o

Z

)
AR
- *U

v

t

e N N s

.. projektiva {t.ex. fria), D3 kan vi-konstzu~

-~

N & C.
&‘—_"

<
v

&
<

aem
e 7:;
N )
U e Rie— o7
v
o

V...
o

o o
VA

O it e L
}

med éxakta rader och kolomners

Sdtt PM ;= _PLLL PN

n
> M

Eftersom P

R S S

N &r projektiv, sd finns det en homomorfism Py

sd att. gn=py. Satt 1={fp;, och defmlera Py (1 n). Homomorfismerna
i den honsontella mittraden definieras pd natu hgt sitt, Det dr ldtt att se,

att Pm blir surjektiv och nedre delen av diagrammet kommutativt,

b L



TR

Sitt nu K, = Kerpy,s Ur lemma ] f5ljer dd att dven Svre delen av

diagrammet 4r exakt och kommutativt, Applicera nu funktorn T, Vi fir:

=
R
v
v
!
p;:;
R
v
H

0 ———T~> T(P )——> (P _U.PN) —_— T(Py) P> 0

och enligt leniﬁaé, 1 &r den 6versta raden.exakt, VSB,

EftefSo;nSlT ir halvexakt kovariant additiv, s3 kan vi med den upprepa

hela-dét foregaenderescinemanget f § 2'oth 4¢tc. Vi gor en

D“f’*n SOT o, scr_s(s .T), n>1,

Funktorn SnT kallas n~te vinstersatelliten av T,

Varf. resultat ka.n nu samm nfattas 1
Sats 2. ‘ >Lat T‘ ‘vara en kovarlant halvexakt funktor. DS har i'i'-'i:é:”\:r'éi"if's'fer-

s_'la;t'elii_i:éﬂ” nT samma egenskaper, och om

CE B T R L w0 e

LEg (0> L M — B> N> 0
A% 'en exakt ‘svit, s3 finns det homomorfismer S, T(N) B HEAR S T(L)'

sa a.tt svﬂ:en

s T(f) S, T(g) 8,
> 5 T(M) > S _T(N)

n—H
" > Snﬂ T(N) > s, T(L)

e : S T(g) 61 . _T:(f)
—> 8§, T —> . —>S T(M) - —'s, T() — T(L)

>

T(g)
~> T(N)

s T(n)

blit exakt.
Dessutom kan avbildningarna © , Vviljas sd att def blir naturliga i den

meningen, att om



AR

%
.

S L A R T e S e o A B 2 S AT

-73 -

E 0 —> L ——3> M ——3> N > 0

: e

E 0 > -1t > Mf—> N

>0
ar ‘ett kommutativt diagram fied exakta rader, s§ blir diagrdrmmen
5

n+11E)

5,41 T(N) > §.T(L)

5.,1T) | | o8,T) . w20
6n+l>(Et) \./'

T(NY ————> 5 T(L')

kommutativa, ‘ -
Bevis: Vi har redan bevisat allt utom sista pistdendet, vilket limnas som
ovning till lisaren,

Anm, Vi skall senare fortsitta syiten i Sats 2 3t hoger,

£

3 53 Satelliter ay icke additiva funktorer och analogi med differentials ' :

kalkylen, ,

Lit T vara en icke nédvindigtvis additiv funktor (med T(0) = 0, vilket-ej
dr en visentlig inskrdnkning) frin A—moduler till (t, ex. ) Z--moduler, Man
kan a3 intressera sig for att mita dess avvikelse fran-additivitet, Det iz
1itt att se, att ' |

3) (a1 ) -(ra) L 7(e))
har en mening. (Av funktorsegenskapen foljer nimligen att T(A)_LLT(B) 4r
e.q_direkt faktor i T(A_Il B)) Formeln ( 3 ) definierar di en funktor 1tv§
#;,fiéﬁle'r. Om denna funkfor ir add1t1v iden ena-fa}iaﬁeln dé’t den andra
hilles fix, s3 séger vi att T &r en kvadratisk funktor, Genom att studera
h8gre differenser kan man definiera n-:additiva funktorer, Utgg ﬁu frin :T.'
Man visar ldtt att det finns ""bista’ approximationer av T med additiva,
kvadratiska; e+, n-additiva funktorer ... . (Approximationerna definieras

som lésningar till vissa universella problem, Mer detaljer kommer i en
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senare-publikation av férf,) Den additiva approximationen av T, forsta
-differensen av den kvadratiska 'approxifnat'ibﬁgn’:éﬁ*}“i’ T, ety gerenfamll;
additi;; '%ﬁﬁﬁtorer associerade med T, Det hela liknar differentialkalkylens
Taylorutveckling av reella deriverbara funktioner. Situationen dr emellertid

i viss mening mer “l.c-bfvr'iﬁlié‘:era‘d Awvart fall, Bildningen.

= (/N fix)

T l , -a_llat_ A-homomoxfigmer

dr:-ndmligen en- my'cket mer k omplmerad sak 4an & , L&t A och B vara

tva- _/\ ~moduler, . ‘Man har flera sorters urrgna av A ock B i /:/{_A SRR

1Y CAQE
2)  Om E &r en _A -modul s3d att det finns en exakt 3vit
(4) o > A > E > B > 0
i dar’ £ och g & _A —no'nomo-*flumer, s d4r E eit slags
} .generaliserad summa ‘A TockoB, som kan varamycket olik 1),

-Exempels /\ =d > 72, —» L, > L, 7> 0,

A
I é 12 kommer ¥i att behandla problemet ait klassifiera alla exakta sviter
N}
(4), . med A och B fixa,

I den aad tiva nomo.i.ogAska a;geo” ary tar man vt ett T, som dverfor direkiz
summox i dito, Ma.n undersoxe" sedan bur T transformerar generaliserade
Sﬁmrvi’ifﬁfz‘\:(éia;kt‘aévﬂ:éf)o For att man ckall £3 resu’ii:a% lfc;.icifz:t's':afé T &% halv-
exakt (svaz sar ot deriverbax bet;.wllkor) Man Kan'd8 misa avlecelserna

LCo*=a rproblem har ingen motcva;lghet den klassiska

med I‘ 7dlp av-saieliiles,
d1fferent1all<‘,*kylen, ) )
I det icke additiva fallet ordnar.man HIL T en familj j additiva funktore* som

e N . . . K . - °
ovan, Direfter tillimpas den additiva feorien pS cessa funktorex (som da
miste vara halvexakta , vilket ger ett slogs deriverbarhetsvillkor pd T).

03 g . v - - o
I det icke additiva fallet kommer saledes satelliterna att bero pa tva heltal,

I fortsittninger kommer vi att beg>insa oss {11l det additiva fallet,



O
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/

§ 6., Ettiéxénipel, som motiverar ett fordjupat studium av denallmdnna

SARB
N (B fix; A, £ _wvarierande higer __A"'medul, respo

—_— f@/\B /A ~homomorfism for hoger /\ ~moduler, )

sr en hogerexakt Kovariant funktor, och tecrien 1§ 4 kan alltsd tillimpas,

Beteckning: Ter (A, B) S T(A)

(Dessa funktorer kommer nirmare att studeras:i § 14, dir bl,a. forklanngen

>'eckn1ugen Tor kommer att ges,)

Maﬁ( kan‘iocksa halla A flx och

j B——————>A®B
Fal

\ L AL g :
ar da ocksa en hogerexakt kovanant funktor, sa att S U(B) emsterar. : ‘

Det ar klart att

5, U(B) = S_T(A),
men
(5) S U(B) S T(A), dven f6r n> 0,

-att-visa detta ~.§:.k?'n vi i-ndsta % inféra en metod att berdkna SnU med

Byk, resolutioner, . Vi ger ocksd en axiomatisk karakterisering av. sviten
(s,.0).

Resultatet ( 5) iforeningen med mojligheten att berdkna satelliter med
hjilp av resolutioner, kommer bl,a. att vara vinsfentligt vid beviset av

Hilberts sats.om syzygier 1 § 12.



&

My & A

é 7. -Allmidna egenskaper hos vinstersatelliter till halvexakta’ kovarianta

funktorer,

Proposition{_,zfr L3t T vara en halvexakt kovariant funktor och P en

prOJektlv modul Déf ar SnTZP) =0 {f6r n>1,

Bews. Sv1ten 0 > 0 > PId > P —> 0 ir maximal exakt pd P,

Men da ir

S, T(P) = Ker(T(0) —= T(P)) = '0; och alltsd dven

s T(P) =T cs\ 1TIP) = 0, n> ¥, VSB,

Sats 3. Lat T vara en kovarlant halvexakt funktor fra.n /\—moduler t111

Z-moduler. Da ar S T = 0 n> 2,

Bevis, L3t

00— F > F > A > 0

var\a en exakt sv1t pa A med F fr-i, D3 4r dven Fl fri, eftersom Fl

L'ar en undergrupp t111 en fr1 abelsk grupp,, Enhgt Sats 2, s3 har vi;'spec.ié'llt

Jexakta sv1ter N

5,10, —> 8, T0) —> 5, T mzal

-Men:h har ar 8 T(F ) =5 T(FT)~-0 enligt, proposltlon 2 (n—] 2.1 ) .och:

fpl;aktl}g_en ir SnT(A) =0 f6r n>2,

Korglariums, . TorZ(A: B)=0 £z n22, -
Ovning, Bevisa universella. koefficientformeln f6r homologigrupper. pa
Sidn 570

/
Ldtnu T g3 fran /\ ~moduler till /\ *moduler, Vi vill ge villkor pa. M,

R T I T R RN PR RS

som garanterar att SiT(M) =0, i>ntl,

Proposition 3, Om det finns en exakt svit

%

0—> A —> A _ .., —> A —> A > M=~==> 0
n n-1 ) o

dir SiT(Ak):"O i>1, 0<k<mn, sdér

SiT(M) =0, i>mntl.

PEE S AT
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Bevis,. . Vi gor ett induktionisbevis, Pdstdendet dr trivialt om vi har endast
ett A, ll(n = 0), :Antag att det 4r sant for alla exakta sviter med n st, _Ai .

Sdtt M' = Im(A] — AO). Vi fir d8 den exakta sviten

0—> A —>A _ —> > Ay —> M >0

A

med n sta Ay e

Allts?i ar SiT(. ') = 0 f6r i>n, Tillimpa nu. Sats 2. pa den exakta sviten

0—> M' —> A —>M—>0,

V1 far spec1e11t exakta sv1ter

s T(A )——> S T(M) T(M)

Hir ar S T(A )=0 fdr k>l och vi har nyss v1sat, att -8, 1T(M')~ 0

for k-] > o Ha.rav fol_]er att 'S, T(M)

o [ECRRCN

Korollarlum. Om det flnns en exa.kt sv1t

ddr. B, 4r projektiva, si dr '§kT(M) =0, i> ntl,
Definition, ..Om .M. har egenskapen i korollariet, sd sdger vi att .M shar

homolog1sk dlmemuon < n. : Om r1ngen A ar:s3dan; attwvarje _A —modul

har-homologisk. dlmensmn < n, (fixt tal), 83 sage:

. ha.vénsterglobal

dimension, £ n,.; Det 4r klart vad som menas-med.att dimensionen 4r.exakt.
Bec X
Exempel' VarJe Z-modeologlsk dlmensmn < 1, och modulen Z, har
homolog1sk d1mens1on -'I . Alltsd dr den globala dunensmnen av Z hk;'; med
ett. K kropp har global dlmenswn 0, Vi skall:senare se; aft

k[x], 20y x] polynomringen i n variabler 6ver en kropp k, har
dimensionen n. .
For allminna ringar kan man till ett givet M i allminhet inte finna en
exakt svit ay pro_]ektlva moduler, sombor_]a.r med 0 och slutar med M,
Diremot ééliéf: .

Sats 4, Varje [\-modul M kan biddas in i en (i allminhet oéndlig) exakt
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svit av projektiva /\ ~moduler:

((D)" TR Pk+] i Pk T e @ T P] —> PO > M —>0

Beéviss Sknv M sont en kvot av en projektiv modul Pd.' Vi fSr en exakt

Sviteiiy e

0 =D K —S5 P, —> M——> 0.
Lo 0. - o

Upprepa konstruktionen med Kb: Vi far
0—> K, —> P > K -> 0
1 1 o

Sitt ihop dessa tv3 sviter:

T ST R

ar ?‘-l,'}" o IRV WY I DL P G T S NP IR
(3) 0 > K, > P, > P >M—>0

Hir definieras P1 —> Pi -.som kompositionen av Pi e K och

K -—-—-> P_. Sviten ( ) blir sdledes exakt, och ytterhga.re itereringar

ger resultatet,”

Definitiony. En svit :Pg;sem den i Sats 4-kallas £or 'en projektiv upplosning

B ' 3
av s M,

Vi har just sett; :att.om det finns en projektiv upplosning av. M med

7 k> n, se°1 éir S- T(M) = 0 k> n, Vi skall nu Visa en mvcket

allmanna.re sats, som ger mo_]hghet att berakna a.lla. satelhterna. av T med
hJalp av en godtyckhg pro_)ektw upplosnmg (forutsatt att T &r hdgerexakt).

Ur (o ) far vi ett komplex

P, =(Py dy) lees —> Py . . :

med Ho(P*) = M och Hi,(P*.) =0, i>0, Appliceranu T pd Py
Vi far ett nytt komplex
1(P,) = (1(P)), T(d,)),
vars hégre homologigrupper i allminhet dr skilda frin noll, L3t oss forst
visa att de beror endast p& M, och ej pd den projektiva uppldsningen av

Mz
Sats 5, Gruppen Hn(T(P*)), dir P, &4r en projektiv upplésning av M,
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beror endast pd M,/och definierar en additiv halvexakt funktor av M.,
Bevis. L3t f: M —> M' vara en homomorfism, och 18t Py och Pj
vara tvé’.'godtyckii‘ga prdjektiva. uppldésningar av M resp, M, . Vvivill

“Komplettera -

med homororfismer flz P, —> Pi’ s -'§a°, att det utvidgade diagrammet

. 4r kommutatnrt. S'a°,dana, £, ka.n,kpqstrug_gagg‘inggkgi\(t:

Betrakta d1ag rammet

o v
Efters-'bmv Po ir projektiv, -sd finns det en avbildning fo:' Po —> Pé
sa att

T

vighgy . =g 0
0 b

Antag at att vi bar: konstruerat f ‘P Ty P Cfor i <n, s5-att didgram-

’ met komplettera.t med dessa f 'ir kormmutativt,’ Det ar a8 T4tF ‘att defini~

era‘"e‘tt limpligt £ Betrakta nimligen:

S e T IS
g
-

PRy
A
Bia
o]
i

(Om n=1, sd sdtter vi En;z = M, Pn;zl = M' och definierar avbildningar

p3 motsvarande sitt; allt vi behdver veta for vart bevis dr att P_ ar

TR BRI R RS

projektiv, )

se T o T QY = 1 o 1 = =
satt X 4 = Imd_ = Kerd 4. Eftersom dn—-l fn-l d fn-Zdn--] d =0,

. s g
n-]dn ini Xn-l

83 avbildas Pn av £
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" . —
Pn g 'Z;dﬁ' ] > _Xh—f]_ 0

Men Pn dr projektiv, 83 det ir latt attJWplettgra‘ till ett kommutativt

£
o

diagram med én homomorfismi. Pn P; . Induktionen ir siledes

avslutad, och vi fir ett stort kommutativt diagramj

T

d d e
— >P > M > 0

(g) ' lfu L fn:] ’ ]),f] l j/f

Pl P! — 3> M'—> 0
1 1 Oe!

FESECE ¢ SRR A Sl - ] RIS THEY LRILLILNNGE Florngr

Om vi applicerar: f'._A_."I‘~~pé’,-r-detté.{dia_gram;:izsi,fﬁr vi pd nytt ett kommutativt
diagram, men ra.derna dr ej lzingre exakta, Av kommutativiteten foljer

~

att (T(f b)) 1nducerar homomorflsmer 5 n oy

corHETED $HI(T(Py)) > H_(T(P%))

Det skall nu v1sas, étti:&‘essé: ~H (T(f*)) e‘uda:ﬁ-eberbr!p% f och ej pa det

speciella valet av (f ), Betrakta tva fannher (f ) och (f )2 §a att mot-~

svarande d1agram ( 8) bl1r kommutatlva, och uppskatta skillnaden

'~f

Det 4r Klart attye! (£ = £2)='t o = f o= 0, varav/fdjer, att
Irn(f fz )CKer e! = Im d]‘ .. Ur diagrammet
P

- T o

~ f] _ f2
l-‘/

P! ~z—> Im d —3..0
4

féljer som tidigare (Po.é'.r projektiv), att det finns en avbildning

sa att £
o



B
B
g
B

i
P

E
g
£

fg',-{ .
e
4
&
£
5
B
B

= 8] =

o 2 ]
Nudr di(f) -1 7%, a) =1, dl f o dp.m dj5pd = 0

(vi kan faktorisera ut d] ). Alltsd dr

Im (f}: - f? - sod'])C Ker d]’ = Im dé ,Foch vi kan komplettera

. ] : —— _—
S i j/ _f} : f] sodl
/ €
e / L P

s3 att

=gt Bilgs wud 0 >0 (sdtt s =-0),

oc¢hi‘denna Iorme.L wsar, ‘att- ﬂn'('T-‘-"(f )=

th e

Sae?
I
L
~

N
R

xGKer T(d ). D3 dr enligt (4 )

T(f )(X) - T(f )(X) = T(d ) T(,g )(X)é Im T(dn@) .

Att H_(T(xd )) 1d, H (T((fg)*)) H (T(f,)) H_(T(gy)) H (T((ftg)s) =

= Hy(T()) + H (T(g*)) W (.
V1\~ﬁr- nu' mogna £6T att visa, att (Hn(T(‘P,g':))' endast beror p3 M, T8t Py
6ch ‘PL varat¢d'projektiva upplosningar av M, Tag M= M' och f=1Id
ock tillfmpa resonemanget ovan, |
Det-finns-$4ledes homomorfismer f :P —>P' och

8, P‘ — P (n> 0), si att foljande diagram &r kommutativa
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=
g5
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%
o
Ed
5
L
B
.
=
®
:
E

4 R r-,-:l;:--i_r:f

PR

SRR T W s SR

TR S o

-8~

Pl s M —e—5 G

*’U
\1;
L/
Q

j/_. €as 0 - - 1,"-(8#)‘n._>:o ’ =
Y A4 I \Y
P, > M. >0 Pg———3 M ——————% 0

Men d§ it ocksi diagr¥ammen

P* > M >0 Pf—m> M—mm> 0

( gn n) 0 Id och (guﬂ;)n =0 J/id

\/ B0 e PLE.L A LR ARV SRS L U R FEreeten-
P, 5 Me—fioe$) Ple———ad Mo 0

kommutanva, -Applicera T, ‘och tag: hotnolo g-imodlil._ei'ih;a,_, V1 f3rdd:
H(T(E) H(T(ga)) S T8 oeb H_(T(g,) H_(T(£,) = 1d

(Entythgheten och transitiviteten av mducerade avb11dnmgar f5r homologi
moduler.) Sats.. 5 Aring fullstandlgt bewsad
Anm. Vad vi beusat ar, egenthgen endast att H (T(P,.= )) 4r entydigt

T .
bestimd sanar som pa. en; entvd1g_t bestamd 1somorf1sm. S1tuatmnen var

densamma for S]T(M), och vi flxera;de denna '-grup,p, genom att véf,lja en
kanonisk maximal svit pd ‘M, Man'bdr égentligen forfara pd liknande sé.tt
hir,

Sats 5 ger siledés en funktor

M

> H,(T(Pe (M)

£ > H#(T(f*))

Den betecknas med LnT och kallas f6r nite vinsterderiverade funktorn

av_T., Den kan definieras for en godtycklig (ej nédvindigtvis halvexakt)
é,;idii;iv funktor T.
_S_aig_{x L3t T vara en additiv kovariant fuaktor, Sviten LnT av vinster=-
deriveradé funktorer till T har d8 ¢genskapen att till varje exakt svit
; £ g
E:0 > L, > M > N > 0




, 6 (E —
s3, finns det en familj av homomozfismer .L T(N) A Ln-! T(L) sd att

— .
LT . - nT( ) §_(E)

i 6h+’1’(E)' LS I
veo —> Ln_”’I_‘(N); > LnT(L) —> L _T(M) LdT(N)

- s ® LT L T(e)

> Ln-'-—;l@T(M) L, T(N) > L_T(L) —> L T(M) >

>

LOE(N) ~

<

ir exakt, V1darekan (Bn) viljas si att de blir _nelz..i:i;i'lfi;ga‘i samma mening

som A" -Sats 2,

Bevis;. Vi Konstruerar projektiva upplosningar P * L) P*(M) ~och P _(N)

£ av: L, Mioch N si att diagrammet
¥

b '
1 i
1 i)

.a.eela sie’e Qt._u".in 24 s.va.0’vs sieniaioe ‘e o6 B0 |-
SRR S R T P

(so) J

T TR R T R

o BT R R

0—> P1(L) —> Py(M) —> P, (N) —> 0

0> B (1) —> P00 —> B0 —>0

A !

0 —> L —_—>
J,I
0

blir Kommutativt med exakta rader och kolonner, Konstruktionen kan gbras
som en kombination av konstruktionerna pa sids 71 och sid, 78.
Varje svit

0—> P (L) —> P (M) —> P (N) —> 0

ir splittrad, eftersom de ingdende modulerna dr projektiva,

BRMESETR A
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Applicera T’ p8 (10), Vifar a8

0

> T(By (L)) —> T(P4(M)) —> T(P(N)) —> 0
JT(L) —> T(M >  T(N)

0 0 0

med exakta radeT. (i ESf,  eftersom sviterna-

0 ——> Py (L) —> Pu(M) —> P4(N) —> 0

ir splittigﬁég; «

For att komplettera beviset f6r sats 6, ricker det alltsd att visa

Sats 7, L&

fy B
Egt. 0—> Lg—> Msg—> Ng—>0

vara en exakt svit av komplex,

Pet finns dd (natuﬂlga) ay:}?i}dnipgax Sn = gﬂn(E e Hn(N*)_> 'Hn-;T (L

sd att sviten

blir exakty:. =000

Bevis, Betrakta diagrammet

fn-H Entl
O B >Ln+1, Y b

"h
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Vi pdminner om att
z, (x*) = Rer & (x-_ = L, M, N)

Enligt lemma 1, fa.r v1 en exakt sv1t

Z (g*)
>z (N,,,)

Z (£)
> ZoALg) ——> 7, (My)—

0

Sitt nu

/ , X X ;
N { —= 5.4 . - =
Zn\X_*_) Coker 91 Xn/ Imd X[/ Bn(x‘*)

Euligt sarhmalemmaf3r vi en exakt svit

2 g e

>z (N*)—--—a» ]

ZL (fsk)
> Z} (M4

z! (L*)

o n:l'
i{_, och d ) induc_ke:ar en avbildning

4 X ; X 4 X
;‘;-_;t‘_.1_+] n n-]

allts3 en avblldnmg
Zn ) —d“—‘—> Zpy (X8)

Det 1nses latt att dlagrammet

Z'(f*) z! (g*i
—_— Z ' (Ma) ——> 2] (Ny)

t M l N
n n

- (M #) (N*)
n—-]( ") 1 Zn—-l( 1

ZL (L)

[aY
L L
. n

]( *)

)n"

ir kommutativt,

Eft::er"som X* dr ett komplex, ar 0T

-som enligt forutsittningen dr kommutativt med exakta rader,

—> 0
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Ker d = = Ker(X /‘Im dn+1 S Xn-]‘) =

Men

Ker(X —_> ])/Imd ] = Z ( )/Bn(X*) =

= Coker: dX (X,;,)/Im X:/Im d.. )T{ ——->Xm___,l fem i e

S
BN

- (X“)/Im( X“ -_>Xn" ) Zn' 1(x*‘<)/ Bn:‘(X*) -

"

Vi fir alltsd en éxakt:svit'.

Drge FO

'enhgt Iemma 1. V S B

-\.{.‘

Propos1t1on 4, Om'’ ‘1’ B en é.dd1t1v kovanant funktor och ‘P én prOJektJ.v’;

?E{mo _du.l, i¥ ar ii.n\T(P) "'O;n Zs] .

Bévis, ‘Soth projektiv dipplisiing av P Kan Vi taga

., Det 3',1' da°. klart att Hn(T(P*)) = 0 fﬁr L >._~- ]' VSB.

,:Proposn:mn S, Om T ar kovanant och hbgerexakt sa f1nns det en

1somorf1sm L T(M) > T(M).

, . ) d] e
Bevis, Lat ... - >P] ' ,>Po > M > 0

vara en projektiv uppldsning av M; Eftersom T ir hégerexakt, sd féljer
(bevis ?), att sviten

| T(d.]) T(e)
T(Pl.)'—;———'—> (P ) —> T(M) —> 0

4y éxakt, Hirav en isomorfism
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L T(M) = H,(T(P,)) = Coker T(d])'-_-“.—’..-':»' T(M)s VSB,
.

De deriverade funktorerna har, som wi sett minga egenskaper gemensamma

med- satelhterna. Vi skall strax visa, att

(1) LT =8 LT

Om 'T arengodtyckhg additiv funktor, s ir L T hogerexakt, (Bevisa

detta’som Svning.) Formeln'“( [|) visar siledes att “(L_T) Xan beskrivas
som vinstersatelfiterna tiil den hégerexakta funktorii L'OT. Om speciellt

T #dr hogerexakt; sd dr

L T=S5_T,
. n n

Eftersoim 'gatelliterna i viss mening 4r det primira [ de - miter avvikelse
for exakthet £6¢ - T medan L T endast miter motsvarande avvikelse for )
L,T, som kan vara mycket 011k T {exempel: L Tork(o B)=0 om k>1), ]
sé TR vaﬁsterder' ‘eradé funktorer av T 4r intressanta endast om T
ir ﬁtigerexakt. De ger d4 ‘en'god metod for att berdkiia S, Te :
Exempels To’ri: (A; B) =HE(P%@;}\B): ‘dar P ‘ir en projéktiv upplSsning av
A,

Sotri férberédeglse till beviset for.(11), . studerar vi-f6rst en.allminnare situa-
tiowy oy

Definition. Betrakta en svit.av kovarianta funktorer (Tki)*,._k €Z. o Vi sdger

att deti'.?'éi_i‘ en samrmanhingande svit av funktorer, om féljande axiom &r upp-

SE... . Till varje exakt svit

o i g
E: 0 > 1, > M > N > 0

kaﬁ vi finna homomorfismer
5, (E) © T, (N) —> T, (L)

83 att sviten
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- o Tenl® o TRy (B T
T (B) o> T (M) —— T L (N)—— T (L)—> T, (M) —> ...
\ s .
dr ett komplex, dvs, kompositionen.av tvi p3 varandra f6ljande avbildningar

dr noll, Dessutom fordras! att
E s (5 ()
4r en “funktor''s
Om B 0 L M D N s

ey L n
E'y. 0—> L!'—> M'—> N

—> 0

&r kommutativt med exakta rader, si ir

&
TylN) ———— Ty (1)
T, (n) J/ l/ Tk:l (1)
T (N') — 1, (L) -
5(ED

+  kommutativt( 6 ir xiafﬁtﬁg)ki

vSviternmar.. | s Uk = Sk’:]:lr k>0, ( Vk = LkT, k;z_ 0,
' och )

Up=0, k<O vV, =0, kg0

k
L (T halvexakt) (T additiv)

bildar tydligen-exeinpel pd sammaéanhingandé sviter:av funktorer,

De uppfyller axiomet

ESF: Axiomet SF 4r uppfyllt, och dessutom 4r T4(E) exakt fér varje

k

Sats 8, En sammanhingande svit av funktorer, so:rri'.uppfyller axiomet

E,- T, =0 k<0, och Tk(P) =0 k>1, P i)fojektiv.3

& ESF, 4r visentligen entydigt bestdmd, %Ler precist, 13t -_(Tk) och” (Uk) vara
A tvi sidana sviter av funktorer, och To,.——-(—’—,> Uo en naturlig transformation

av funktorer, dvs, d).o = (d)o(M)) har egenskapen att alla diagram

SR B LT

AR R
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Ax kamuta.tlva. M, MY £ *M T2 M', .podtyekliga)y. "Den kan d entydigt

utvidgas till en familj av naturliga transformationer

kamutera.r for varge Fog i
Bevis, Antag, att vi definierat §, for i<k (k>1), och definiera by s
Tag en exakt svit . A

(12) 0 K> P> M——> 0

med P pro_)ektlv.Vlfﬁrdiettkommutanvt diagram

Tp(P) ==, Tk(M) T & —> 1 ()

J/(bk- e l Dy (P)
.U (P)—————> U. (M) U ](K) —> U, _ ](P) |
Mén-f-enngt -E'»s:F-‘--faf":faaéfﬁa-éiakia; och T, (P)=U,(P)= 0, Diagrammet
definierar d§ &n Homowmiorfism
d)k(M) f(M} —> U, (M).

Den ar oberoende av valet av exakt svit (12), och den har alla Snskade

egenskaper'
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14

Betrakta ett kommutativt, exakt di’a’grém::

v
o

0 > K —> > M

| _ : L

Applicera [ -och U pd det,
Vi f%!:‘ ett nytt kbmmntatzrt diagram (§om man bér tinka sig i tre dimen=

sioner)

-} d4x de *-sneda -homomorfismerna fis.av b...
‘Ur detta ser vi att diagrammet

7,0

U (M) ———> u (M)
f

ir kommutativt,
Om vi speciellt viljer M= M! och £ = idM, ser vi att (bn ej beror av

valet ay projektiv modul pd M.

De 6vriga éuskade egenskaperna hos (bn foljer ocksd ur detta diagram.

Vi har alltsd bevisat det sista pistdendet i sats 3 , och detta pistdende &r

mer precist dn det forsta, (Varfor?) VSB.

Korollarium, L&t T vara en kovariant, additiv funktor, Det finns di en

naturlig isomorfism av funktorer:

L T > SnLo(T) .

7
7
&
F
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Detta f6ljer-ur satsen och det-faltum, att-isomorfismen i Prop. 5 4r
e .
naturlig.: {Bevis'?). Vikan alltsd berdkna satelliter av hSgerexakta funk=-

torer med hjilp av projektiva upplésningar, Mer precist:

Proposition 6, L3t T vara en hogerexakt kovariant funktor, och

—

> A —> A —_— ... > A
n n-¥}

— > A —>M—>0..

en exakt svit, sh- att 'SE'i_T("Ak) =0, i> 1 , k20, D3ir

p)

Ovnings Bevisa detta, (Ledning: Forstk att bli inspirerad av beviset fox

Prop. 3.)

Sémm on tillimpning av Sats 8, bevisar vi sl n'deti § 6 utlovade resultatet
E i : ".': 1Y

g liens o s
om  Tor,

Sats 9, " Betralkta funktorerna T :A —> A B och UiB—> A® B, Det

s

Bbvis, L&t P, vara.en fix projeiiv upplvening av A, DA A

SnT(A) = Hn(P?‘ ®,\B)’Sattvn(B) = Hn(P*Q‘)/\B)ﬁ Ene"?’kgfs"}td wrs L onriuisang

&

10— B, =3B, - 0T

T

ger en -exakt svit av komplex

P

> 0

3 - /- - 3 - . > &y

och fsljaktligen en lidng exakt svit av homoelogigrupperna Vn(B), Dessutom

ar V. (P)=0, n21, om P irprojektiy, ty.

1 o

.- - ] : i‘ > Pk

ir exakt, och alltsd dven

e P,RP— ... —> P,OP+—>P OP—3> AQP—=>0
LN LI SRYN ~

(P projektiv), Alltsd bildar (Vn) och (S_nU) sammanhingande sviter ayv
funktorer, som satisfierar ESF och sammanfaller for n= 0,

Hirav Tor :‘ (A, B) = SnT(A)# an,(B) . VSB,

T R g e A PR T S
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g 8. -Higersatelliter av kovarianta funktorer I,

L3t T vata en allimiin kovariant halvexakt funktor, och

ot g

en exakt svit, D3 ar.

) (f) T(g)
oW T(N)—>S T(L)— R ] T(N)—> T(L)——> T{M)=—> T(N)

" )E—(——> T(N)—->s LT{L) =, s ]T(M) >SS EL) > .

da#8HT. 4F Halvexakta’ 'ﬁmktéireii", hogersatelhter av T

Vi gir inté in'i ‘defalj’ pa denna’ konstruktlon, “utad’ papekar endast, att S T(L)
erhdlles pd fol_]ande satt'
Betrakta exa.kta sviter E sbm bérjar med L, och sitt

B 7 G(E) = Coker T(g)
Om E> El ar tva sadana svxter, sa mduceras en entydigt bestimd avbildning
G(E) —_ G(E1 ). och man wsar, att den Ar i Jektlv.

Foratt maximera “ G(E'),” bor vi-allt s uppstka en minirhal svit E, $8dana

sviter dritiex, de med en injektiv modul {’fnitten (se'kapitel 1)1

min, L

I nista paragraf visas, att varje L kan inbdddas ien injektiy modul,
Definitionen.

)

<l
S ' T(L) = G(Emin’ L

har s3ledes en mening, och-teorien gir igenom som forut. (Se dven § 10.)




% 9. . Teor1 for 1nJekt1va moduler.

'V1 pammner om, att en _/\-modul I kallas m;ektlv, om varje exakt dlagra.m

23 ) .7
kan kempletteras med.en homomorfism:: 3 M —>:1, s;‘i.f"?éttt: QA-=Kes «i -

Propesition 7 ¢ - Fofatt: I skall vara- 1n3ekt1v, ricker det att 9 exlsterar i

varje-diggram (13), dir M= A och L= = ett vinsterideal i N

.Betrakta ett allmint diagram ( '3) (darvi identifierar L med en

: till M -
undermodul), och lat oss._visa, -att: det kan kompletteras om, I har egen- o

skapen i propos1t1onen. Lat S vhra ma,ngden av alla par (g, N), dir N AT

en N\ 7-"‘-m’6_’dtl’1"éch“' "g::"N_-;"—>" T en /A “Honicmorfism sd att”

M2NOL

och:g: | Lomke . I
L -

Pa°. s 1nfores enordningsrelatlon genom

(g", N")> (g! ,N') om N" _)I\i‘. och gn|Nl ;—_ gl ‘
M@ ms;ar latt, g,tt S ar mduktw, och Zorns lemma 8er alltsiexlstensen
ay ett maximalt element (g, N) Vi pastar, att N - My Tagannars et:t 'm

M, som eJ tillhor N ogh betrakta
_ ~
o4 ={rrmeN}

Detta dr ett ideal 1]\ Homomorfismen (1 2 \—> g(Am) &I kan alltsd

> I, med vars hjilp man konstruerar en homomorxfism

twdgas till /\

f\.

g *. v
_ 7] -{h,}\ fut.
N+ ANm a@m>my—> g(n) + P(NET
Paret ((\g/ *, Aﬁ+_[\m) tillhér S och ar strikt stérre dn (g, N), vilket ger den

snskade motsidgelsen,

Sats 10. L3t /A vara en principalring (integritefémrﬁde dir varje ideal dr

N

R o R S B0 B S PR
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av formen X/\). En A-modul M éir;,=,in:j'e_ktiv,_~ﬁ5; och endast da det till
varje mC M och 0 ) N\ finns ett mEM, sfatt m=: m', (Iallminhet
kallas en sddan _/\:_modul for en divisibel modul.)
Bens. Ovnmg. |
Exempel Z ir en prxnc1pa1r1ng, (D1v1$1onsalgor1tmen.)
Z' ir ej d1v1s1bel men IF\ och Q ar det (kroppa.r) Alltsa ar de 1nJe

och det ir da dven fallet med R /Z och. 62/7 (en kvot av en d1v1s1bel modul

Det Ar latt att se, att

o 2

Q’ / { - L Z ddr Z ir de moduler, som omtalas
Pprlmtal 15’00_; POO

i kap. 1. Pe 19¢ De dr 1nJekt1va, ty varJe dlrekt summand av mJektJ.v modul

ar mjektnr. (Bev1s ‘?) Man kan v13a, att varJe 1n_1ekt1v /L-modul ir dlrekt

summa av 1amp11gt antal av de 1ndekornposab1a grupperna. Q —Z . Mot~

varande sa’cs galler i mycket allmannare fall (Maths, Ga.brlel)
A - S T v Cierrta ooetoor oA oAt hmtusnTion v T

Lat nu /\ vara en gOthCkllg rlng.

I S A

baddas i lk :”som ir ‘. in ektlv.' V1 anvander nu ett dualitetsresonemang
2 .

‘ 1va moduler,

for att aterfora Sats 'H pa motsvarande sats; £or pro;ew

Lat L vatra en (vanster A- -modul ' DS ar

A
L= Hme(L R/
L g

en hoger _/\_v-r_ngdu}, 991’1 nyo en vanster /\-modul V1 har en kanomsk

/\ ~homomorfism
: fis: R
VAN

- f(‘L)C /Z/)\

C}i: L>f —— (HomZ(L, K‘/— )5f s

och 61 4r injektiv. Tyom L 21 =L 0 s3 finns det en cyklisk undergruppYé.Ll

"L , som innehdller I, allts§ en ‘injektion Z —> R/Z, som kan utvidgas

p
till L, eftersom IK”/Z ir Z-injektiv.
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Skrlv nu 'ﬁ som en kvot av en projektiv modul Pt
st ctloe A . A srivsvshn fenlioe v
P > L—>0

= ) ~
, AR 1
D& Er 0-——->Hem(L,lR/ Z)———-—> Hom,(P, IK / ) exakt, och LC L kan

alltsd inbiddas i . .Sats 11 f6ljer ny av folgande
AN\
—modul, sé ar P en m]ektl

v Lemma. 2-' Om P ar en pl.'Ojekth hoger A

M_van ter /\-modul.

: .1'_<y?_’ _.

Det aller att v1sa, att Hom ( Hom (P R/,,?)) 4r en exakt. funktor

AriEm o sghy

---------

produkt, 53 é::r..-

e

HR gingas
e /\( e d(P /)

M P@o “ar exa.kt Tefter'som P Hir hbger /\-i)rc;_]e iv. D84
. H?\/ ) exakt (‘E/ ar /-injektiv), VSB,

Vi 'ser att bewset for sats: \ Aar mycket svirare dn beviset f6r motsvarande

‘resultat om prOJektxva m duler. Detta beror pa a.tt "kategonen av _/\ “mo=

§ 10,  Hogersatelliter av kovarianta fupktozer I,

3 Huvudsats en for kovananta halyexakta,__iunktorer.‘

;-__::stkussmnenx _8..kan nu fortsdttas. 3T}

5 A
v ed)
ALt b11r analogtﬁ?a.nsterfallet, och vi papekar endast ndgra resultat:

Sg' T(I);‘.: 0: n?_] g I 1nJekt1v.

Om T dzcvinsterexakt, s3 kan satelliterna SnT(M) beriknas med hjidlp av
en injektiv-upplosuing av: - Mg

s"T(M) = HY(T(1%)).
I allmdinna fallet kallas R™T(M) = H (T(1*)) for hogerderivatorna av T,

LAt oss endast bevisa
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" Proposition 8, Om T #r en halvexakt fanktor fr&n ¢ -moduler till A'-

s

-moduler, s3 dr sM=0, n > 2.

Bevis: . Det finng en exakt svit. . . .

o med 1 z-%mjektrv.' Men har ar aven N injektiv, ty den &r kvot av en
d1v181be1 modul alltsa sjalv d1v1s1bel och siledes 1n_]ekt1v eftersom Z

éff“éhf}ifiﬁéi}iélring, Vi har exakta sviter

109 > 5 o,

(M) —> S

Yitertermerna &% noll om k2 1. Haray §7T=0 n22, VSB,

AL 5o Hom, (M, 1) 8x; en koyaalant, vensforexalt funktors Vi

infor beteckningen

E;gt;\(M, L) = SI{T(L) = R™T(L)

\ B
som senare kommer att forklaras (§ 12), och som dessutom dr forenlig med

beteckningen Extl. i kapitel 1, Speciellt ar Ext” (M, L) =0, n>2.
) — . Z-, - : coa
Vi sammanfattar slutligen vdra resultat om halvexa.ld:a_kovari@n,ta. funlgtqger:
Sats 12, L3t T wvara en halvexakt kovariant funktor. Man kan d3 inféra en
e - n
familj halvexakta kovarianta funktorer (SnT) ney (vi sdtter S_ =5 n> 0),

som har féljande egenskaper:

1) $,T=T; SnT(P) =0, n>1, P projektiv; Sn'I'(I) =0, n<+, I

injektiv,
f g o »
2) Till varje exakt svit E: 0 —> L—> M—>N—> 0, si finns det-en

familj av (naturliga) homomorfismer B.n (E): Sn'I_‘(N) —>S__ T(L)

s3 att sviten

@ s,10 STl 5.(E)  TH)

n+l> g T(L)__> 5 T(M)_n_. —>5, T(N)—> T(L)—> T(M)—>

- - - n-H T(N)

T £ _
E(—Ei)T(N)——"é? T(L) (>)s‘ T(M)—> ... —> S__nT(N) —_ L
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blir exakt. Egenskaperna 1) och 2) fastidgger sviten (S_T) ez entydigt,

§ 11, - Kontravarianta halvexakta funktorer. ...

o

studera: funktorn,.- - ;. - s vy UT G . LI

v

—.—_Sats l 3! D etfin-nsedisomo rfis oy, Sivizesnea Lehiiiias

s"u(m) = R7U(M) > Exti(M, L),
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Resten av kapitel 3 ignas 3t "konkreta tillar'npningér", och 3t ett studium

/

av speciella funktorer,:

§ 12, Hilberts sats om syzygiekedjor toch-,;iijes s.generaliseringar,

Med hjilp av homologiska metoder skall vi nu bevisa en klassisk sats av
Hilbert omq‘moduler'éve;xj;gp:pbl‘ypomﬁngﬁ;-,ED. Hilbert, Ueber die Theorie

der algebrais chen Formen;:. Math,. Annalen 36,::1890, p.. %Z;&;:&::i‘i]-_. Den

homolegiska formuleringen hams*ta.mm&;ggziég. EHQ,_ﬁgaigtgu‘,r Extenéions du.. .
théortme des: "cha,mes de:syzygies's. Rend. . di:Mat.. 1, 1952, Py 1567166,

Cartans artikel 4r. eme.l_le"rtid;i.ns_pi,re‘rad‘.a‘.v‘.ti‘dkg.a,re::ar.beten av Jul.: Koszul,

-~ ‘.ri-»fr"?'% gz

; ,x!;] polynomnngen in va.na.bler

Lat K vara en kropp, och K[xl,

sver K benna rmg Ar ett exempel pa en’ graduerad rmg.

Defmxtlon. En rmg /\ kalla.s f6r en graduerad ring, om /\ ir forsedd
med en'upgs:pa’.ltnm‘g jerw -d1r-ekt'-'shmma av unde_rggupper '

-

(Ovnmg. Visa att enhetselementet i /\ 11gger i _/\ och att _/\ ir en

underrmg txll_[\ )
T i .
ExempeP /\=K L-_xq-,.,._,.«.,,...xﬁ;] . /\.=alla homogena polynom av. grad i,

Definition, - _}_g__r_;_,.ggradggrade—-:j A—modul ir detsamma som en _/\ ~modul M,

forsedd med en uppspaltnmg i en direkt summa av undergrupper

Mz Ll

i 0
5% att /\1 MBS ailtt
Ovning:; L3t M vara en graduerad /\ ~modul, Visa, att varje M dr en
‘/\O;-‘mddul.
Definition, Om M och N &r tvi graduerade /\ ~moduler, och f en /\ -
Homomorfism M —> N sidan att f(Mi)fG NtE fsr alla i (k fix), s3 kallas

f £f6r en homomorfism av graden k (mellan graduerade moduler),
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Bildningen:- - .

) 1 / b
. 5 ~"Alla'graduerade _/\ ~meoduler, {
\

A £1x gradu- )

...2lla hgmomorfismer.av.graden 0 J
o whEEBAetER | lerad- rlng.

\u-melan graduerade/\ ~modulex, )

.

A

A TTaM 7 -moduler, ( A’ fix ring)
J

for 6,1{ Man: kan alltsa tala om graduera.de undermoduler, graduera.de kvot-

LS 2 A

moduler, de gra:’mera:le modulerna Ker‘? Goker ?, Im cP d8 P iren

; exa.kta sv1ter av graduerade moduler, propktnra.

I rmnde sarik
homomorﬁsm i (4,1/(

" alltsd projektiv modul,

Vi.kan:allts§ infora vinstersatelliter av halvexakta kovarianta funktorer,
speciellt av:den-hégerexakta funktorn
_ M

dar. M och N.:#r graduerade /\ ~moduler, och tensorprodukten tages i

vanhgmenmg (man "?glém_me-p!-‘. den:graduerade: strukturen). :Satelliterna

betecknas: som tidigare men -'_I‘or_‘;\,_(M,- N). (De sammanfaller i sjilva ver=-

A
ket med Tor . (M, N) tagna i vanlig mening. )
Frin:-och -med nu betraktas endast fallet A= K[:hr..| gosey xn], men manga av

de ftljande pistie‘ndena,‘a:r sanna i allminnare fall,
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En graduerad undermodul till /\ ir d8 det som Hilbert kallade eft homogent
polynomideal, Litau’ M' vara en godtycklig graduerad /\ =modul och vilj
en ?iamilj""'=(mi) ?;felement i M, som /\ ~genererar M, och ir sidan att
varje m. 4r homogent, dvs, tillhor n,a‘got_;ﬁ Mk'. B$tra}<§a au?j ;:glat1oner

(

2 AN.m,=0 ..
jer Y Y

Déssa relationer kan adderas och de Kan multiplicéras med element i /\

6ch de bildar alltsi /\ ~modul, som kan gradueras ps visentligen ett satt

(Hur ?).

v e oy o

I modernt sprak, lat F ‘vara den fria graduerade _/\-mddil_-leh genererad
av famll_]en (m ). Det finns d& en naturlig epimorfism for gradierade /\ -
fi‘fodﬁl"e.‘-ﬁ::’

> 0

O

4

definierad av. ®(Z Nime]) s S nw w
. LN it ii

Ker P "4r di isomorf med modulen a¥ relationer ovan. Dénna thodil kallas

f6r en f8rsta syzysiemodul av M, och den betecknas med M(1)s Vi har

alltsd fitt enmr exakt svit 1‘9MA:

0 —=5 M(1) —> F ——> M—> 0,
Upprepa nu samma resonemang med M(1) osvy sass
Vi fir exakta sviters
(]9) 0= M(ktl) —> S —> i) —> 0, k>0, (M(0)= M)

Sviten M(] )y M(Z), voeuy M(K), vv» kallas for en syzygiekedja t111 M. -

Sats 14. (-Hllbert'). I en syzygiekedja till en graduerad modul M bver

poly'no'inri:ngenﬁi' n variabler, giller att M(n) &4r fri, dvs, vi kan vilja
M(i) = 0 f6r i> n.
Som f6rberedelse till beviset, sd formulerar vi om satsen i homologiskt

spriks Sviterna (|4) kan féor k< n sammansiittas till en 13ng exakt svit

— n) —: e — — — —> M—>0,
0 —> M(n) > F 4> F, ,—> .. —>F, >F
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dir alla F, ar fria.
Sats 14 4r d3 sjilvklart ekvivalént medi.

(H‘)‘M: ©Om:vi -har.en .exakt svit i

n=l n-2 1 o

thed alla - F. fna., SEHY N 6cKkss friy

Kroppen K kan betraktas som en gra.duerad _/\modul, for K*‘f\-/I, dar

I ar det homogena 1dea1et av polynom utan konstantterm.

SO0 YRR
IR

V1 kan alltsa bﬂda Tor (M K)

a) (H)M,

Bevis: ;Det dx-kiart,

A
(H) -.> Tor, (M K) =051 > H¥T for (H)M ger just en fri upp-
1
18sning Fy av: Mwmea Fo= 0 i->n,. och -Tor I(M, K) = HI(F)‘((X}\K).

L3t nu M(IA),:-.(.,, syzygleked_]a t111 M och
Aemrioae en TOag TR ; .

O%M() >'F > M > 0

o — M(n) S "] s M(n-*]b) SERPG

motsvarande exakta sviter. Den foérsta sviten ger en ling exakt svit for

Tor . o o |
1+ > Tor 1 (F oy K)—> Tox, (M, K)—> Tor (M(1), K)—> Tox,(F, K)—> ...
Men n>1,. alltsr&-.-
A AN
orn+l?i(,-]r?0' K) = 0 och Torn (Fo’ K) = 0,
sd att

VAS o —~— AU .
Tor .4 (M, K) —> Torn(M(l), K).
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Samma resonemang tillimpat pd den nist sista sviten ger

/

A ~ ‘
Tozr_(M(1), K) > Tort{?‘}.l (M(2), K)
osv, Slutresultatet blir

X A A
(15) To;:n_H (M, K) = Tor](M(n), K).
For att fullborda beviset for propositionen ricker det att vzsa, att villkoret

c) medfﬁr a), Men enligt formel (/5) sd medfor c) att Tor](M(n), K) = 0,

Men:

Lemma 3, Om Tor (N K) = 0, s3 4r N fri,

Bevisy L3t (I;i) N -generera N, D3 gidller att ni:@-\i K-genererar K~
modulen N @K ty npel = o, @M, dar N drKassenay X i K= v
Tag ut en delmangd JCI sd att (n (€Y l) bi}dér en K-bas for N@K.
V1 pastir att m= (n )s jes bildar en /’\rb;}g for Ni 7

1) N _genererar N, L&t nidmligen N vara den upd_g;modul till N, som

/A -penereras avin, Vi fir en exakt ‘svit

kY

0 —> N—=> N—> N/N'—> 0.,

Applicera den hégerexakta funktorn ¢ @ K . Vifir de;x exakfa sviten
, B 0 ' .
N ®/\K————> N® K—> (N/N)®K——— 0.

Men ? &r en isomorfism ({n (‘@]} -bas for N@K) Alltsé

(N/-) @ K= 0, Men d& ar N/N =0 (bew.sas i Lemma 4 nedan), sa att

N=N.

2) N dr en fri familj, L&t F vaya den fria (graduerade)_/\ -modul, som

genereras avl) , Vi har en kanonisk epimorfism F —> N, som ger upp-

hov till en exakt svit 15 /U,/\z

0 —> A > B > N > 0

och alltsd en exakt svity

A
=0 — — —_— K—> 0
.0 —> Tor | (N, K) —> A § K F® K N@/\

S
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Men '5T.'01-/f*]\; (N, K) = 0 enligt forutsittningen, ‘vidare ¥ Y én' isoriorfism.
(-Bevi_s ?), Al}tsé’x ir A C>,9/\K =0 si att A =0 enligt det tidigare{it'egade {och
obev1sade) lemmat, Alltsé’t 4r N=TF frioch Lemma 3 , och dirmed dven
propos1t1on 9,4dr bev1sad modu10° !

Lemma 4, Om A@AK =0, sadr A=0,

Bevis:. Vi har en exakt svit

0—>I1—>/\N—>K—>0 .

s

vilken ger en ny éxakt svit:
§ . TN -
A@I—-—> A Q/\ —_— AG(‘ K50
~

Men AR K= 0, “och & ®/\_I —> A dr s3ledes surjektiv, varav foljer att
N . A
varje a £ A kan skrivas'iformen a= Za, )\'i ; hiE I. Mendd dr A =0,

for antag motsat'senl .Eftersom A =_LL-A1 s finns d3 ett minsta i, sd att

Ai + 0, Tag ett element a.o=l= 0 i Ai + Det kan skrivas
e o

Y - — ' ) . . 3
:';_a’-o = Za( y ) XlxI med homogena A() av gra:l 310,

och Ny av grad > 1. Men produkterna. méiste dd ha grad > i+ 1, och sum-

man miste t111hora ___J. A vilket ger den 6nskade motsidgelsen, VSB,
i>i +l *

¥oy;att nu bevisa, I—hlberts sats (Sats 14), 8d; racker det tydligen att visa

nigot av de ekv1va1enta pastaendena i propos1t10n 9, t.ex, b). Hir har Tor

def1n1eratsvu ga"' nde fran funktern 'C, K men vi kunde ‘ockss utgatt fran
A

M.__.
A

(Sats 9.) Det racker saledes att konstruera ‘eh exakt svit 1j/u :

0—> F —>F 1—'—9»...—.>F] —F_ —>K—>0,

dar F; 4r fria, (]jetta ger en eliminering av M i problemet,)
Men det ir enkelt att exp-liéit-‘k’onstrue‘ra:é'ﬁ ‘sddan svits
Lat Fy vara den fria graduerade A ~modulén som gehereras av alla

symboler

[. yn‘v e ynk] (som tilldelas graden k)
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[t t e VR R

$Er <n,<n, <40 < n, <:n, (Antalet sddana symboler 4r £, 06,

1 2
/
() 0<k<n)
Definiera ( A\ ~h fisme
e 1n1era5 \j\_ omomorfismer
dy
Fp7™7 Fyyr 22 k20,

genom

aly, vy 1= z1Ya [y, Yo ¥, ). k21

k n], ..o 0y nk j= ] nj n,lvtf.'.'._ I} nj". ev ey nk

(dir den sista klammerparentesen dr en férkortaing for

; : och -
[Y_nl' vees yn_j__]' Ynjﬂ’ e, Ynk] )s

o I\

F K
o .

A Y - a0
Man visar latt (jfr Sats 1, sid. 39) att

iqu dk =0, k21,

s att

oa R T T
(\Lp),.."'—e>0——>FnL>'.;. —> F, —> F_=>K—>0

ar ett /\ —komgle:g,; I sjilva verket 4r (/6) en exakt svits

Mer precist, s3 finns det homomoxfismer (f5r abelska grupper)

k - - . o
Fp——> Fkﬂ, k> -1 (F_lr =K)) s& att
(M dypy Sic F Sy B = Id

Homomorfismerna S, konstrueras pa foljande sé&tts

Gruppen F, k> 0, genereras som 'Z-modul av elementen

A [y Y ], (: é]\) . Man kan skriva N entydigt i formen
n]-: semg T
o 4
= + : i = gy eeey Xof »
\ = x(°)+i§] Mgy X dAT X G K[ x5, oe0s % ]

- 104 -
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Definition: S, (A y. )= B (-1)°x v, (K20),
Definition: 5, (A [y],“_,ynkl).. n,.k<1<(n) (l)fyn‘ nk,}&]" (20)

S_ 18 K —-—> F°~ definieras.av den kanoniska dekomipositionen Fo =N\= K+ 1

Det 6verlimnas it lisaren att verifiera relationerna ('l :I— ), vilka medfor att

(!{;) Ariéxdkt (jfr sida 81) /.

Hirnied ¥ Sats 14 fullstandigt bevisad;"

Pa motsvarande sé'.tt ka.n man visa en syzygiesats for allminna (ej nddvindigt~

VIS graduerade) moduler 6vexr rmgarna

k[ Dpnnnn] ).

(iarmel..lm?sen?ﬁe rier in variabler)

(konvgg;;ge;gga potensserier i n variabler) ,
For allméihua:'-n?i'ozd"u‘ler‘évérlpo"ljynorrfrihge'n
3 = K[xl, aees X ] (nu endast betraktad som vanlig riig)

dr det hela mer komphcerat°

=
3
E
B
&
%
g

Om Tl aithasn
S ST s > P> M——> 0

ir en exakt svit av ;-)rbjé-kti{}a A -moduler, s§ ir Ker(P - > Pn—z)
Erolektlv (_/\harglobal dimension n). Diremot dr det ej ‘sdkert att ‘denna
I wiolial 54 Fxi (6] ons oma alla B, 4x det).

J. P. Serre har stillt fsljande problem (Ann. Math, , 61, 1955, p, 197-278

c;ch Sém, Dubreil~Pisot, 1957~58, Exposé 23).

Ar varje projelétiv modul Sver polynomringen K[xv'],'.’. o xn] fri? Detta

4r sant fb; n =1 (trivialt, for k[xl] 4r en principal ring), F&6r n=2

ir det ocksi sant (Seshadri, Proc.Nat,Acad.Sci. U.S.A., 44, 1958 och
Proc. Amér, Math.Soc. 10, 1959, p. 670-673). Man vet ej mycket £6r n >3,

men Serre har visat, att om hans problem har en positiv 18sning fér n> 3,
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sd giller en mingd ritt osannolika satser om lokal representation av alge~

; braiska mingfalder, som infersektion av algebraiska hyperytor. (Sém,
Dubreil-Pisot, 1960-61, Exposé 2,)

.

; n

¥ § 13 Studiumn:av funktorn Ext -,

E 1%5 bersrde vi:problemet att 'klassifiera' alla exakta sviter av__/\-moduler:
B 0 > B > E- > A > 0,

dir A och B &r givna fixa /\-moduler.

B

Om /\ kropp, sd blir detta problem ratt enke1t°
VaIJ en ba.s {e } for B Da ar gf(e )]( en bas fﬁr f(B)CE och den kan

Q- 5
utwdgas t111 en bas for E Harav foljer latt att A l l B &=‘i> E va.rvld

isomorfismen ® kan vdljas s3d att diagrammet

(0, 1d)

0 —> B — >A,LB S A0
Id\L L I1d L
‘' o—sBi > A———> 0

blir kommutativt, Lat nu _/\ vara en allméin ring, och A och B tvd fixa
’/,\~ moduler,

Definition: En exakt svit

£ g
[E : 0—> B E > A > 0.

kallas f6r en extension av A med B, Tvd siddana extensioner E ochff ¢

siges vara ekvivalenta, om det finns en homomorfism E 2 E' sd att

diagrammset
5 3
0 > B—> E > A > 0
(12) Id‘ \cp Idi
Voo Voo Y
0—>BL1 > E-B >A—>0

blir kommutativt,

Anm. Vi har hir verkligen att gora med en ekvivalensrelation. Att rela~

Franih o m&u&fﬁé
tionen 4r reflexiv och symwmetrisk dr klart, men den ar ocksd transitiv, ty
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® 4% ‘én isomorfism, Detta fsljer av Lemma, 1 tillimpat pd diagrammet (18):

Sviterna Ker @y —> Ker ¢ —> KerId, ~ och’ = 7 .
Coker Id; —> Coker ® —> Coker Id,

ir exakta, si att, Ker (P Coker P = 0 dvs. cP dxien 1somorflsm.

Problem, L3t B(A B) vara mangden av ekv1valensklasser av extensxoner
av-"A- med ‘B, Bestim strukturen av B(A, B), -

Ett exempel pa: en extension av:A me,de ;@;ir_.;;tXdligg@p..denv-;tlg;i_giz;?,ll;@;g(splitt_r_a.de)

extensionen: -, SRR _

@ : -I’.l-?‘ﬁ. .enhets %%ement-

L8t ogs forst.visa, att B(A,B) ar en !funktor!y, kontravasianti. A ,och, ko-

va.nant i B, L8t £ € B(A, B) vara representerat av-den exakta sviten

“

finiih o DR f viis e iBakrion
0—>B—>E—> A > 0

och 18t A'—> A vara en homotnorfism, .

1

Betrakta diagrammet. . ;.

V1 v111 komplettera med ett E! sa att vi far ett kommutatwt diagram med
exakta rader. Detta ar mOJligt'; Satt E' = {(e, ')l g(eﬁ = 9 (a')}C E L A’ och
definiera-dé streckade avbildninga¥na pi naturligt satt,

Extensionen f'-"__' definierar ett element 9 *(g) i B(A' B), Det ar faktiskt
oberoende av fépresentantvalet for {5,. Avbﬂdmngen B(A B) —> B(A B) ar

r\

funktonell (premsera ) Pa. motsvarande sitt inducerar B —> B' en av-
14
blldnlng B(A, B) —2> B(A, B")., Litnu & £' vara element i B(A, B) och

0—> B~ E 25 A—>0

fl gl
0—>B —> E'—> A ——> 0
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zz‘é':p'v’reésiéﬁtanéef-.
fAf! gl g —
>EJE!~—> BIB—> 0 ett elementi

D& definierar 0 —> A il A
B(All A, B 1LB), som betecknas med Ex g ty det dr oberoende av valet av
representant far § resp, &' {Bevis?). Avbildningarna

i , &

inducerar nu
x_
" A

x = A*ri;  1'B(A A, BIUB) —> B(A LA, B)—> B(4, B)
84 att ){\(ﬁ xE') .4r ett element i B(A, B), Det betecknas med £« &' och

kallas Baerprodukten av & och £! ..Mankan direkt visa, att B(A, B) for-

sedd med 0 &r en abelsk grupp med (L som enhetselement, men det 4r

mycket arbetsamt,

ot e G oA

G + R MURRCE i A S A R

ol

Ett an vis f6r detta faktum samt en motivering f6r beteckningen ¥xt

ﬁat b

y=X

ges av

TR AT R R R

Sats 15, V[_)et finns en naturlig bijektion
i T Bt T S AR LI e IR S S
Ba,B) > Ext, (,B) .

som overft)r Ba_ermxilg,pl__ikationén.-i'—fvanliga additionen i gruppen Ext,

"Bevis', -Lat oss‘,{,_f'o'r_st definiera avbi]_.dningeqw_ﬂ) .

Lit £ <B(A, B) r-'_es:‘pksenterés.aﬁ

f g
0 > B > E >A—>0

Applicera funktorn Hom/\(', B)l Vi fir en exakt svit

5
0—> Hoy?/\(A,gB) — HQ@A(E, B) —> Horri/\(B, B)—> Ext_/l\(A, B)

6 (Ide:)v.; dr di ett element i EXt/l\(A, B), som dessutom dr obereende av
valet av representant for £, (Detta foljer av att § ar naturlig,) Sitt

b(E) =6 (IdB)"— Vi definierar nu en avbildning

> B(A, B)

Ext}x(A, B)

som kommer att bli inversen till d) :
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Utgd frdn ett element 1 & _Ext/'\(A. B) och tag en maximal svit pd A

E s 0 = L. > M > A > 0

Vi har di en exakt svit

HOIT/].\(M B) —> Hom (L B) —> Ext (A B) —_ 0,

83 att kommer frin nagot element i HomA(L B), som vi beteckna.r med

VAV Qc__h_s‘om_vmc__lgc_e»-__r_a.r en avbildning
: o n,
B(A, L) —> B(A, B).

satt ¥ = Lyl )

Det dverlimnas nu 3t lisaren att bevisa relationerna

$b=1a , b=

samt uttalandet ormn multiplikationen,

T T AT g T AT AT

Exempel 1. Om P &r projektiv, 83 ir Extk(P, B) = 0 for alla B, ty varje

ARG

exakt ovit 0 —> B—>E —> P—> 0 dr splittrad, Detta visste vi redan,

o gty

Man har ett motsvarande uttalande f6r iﬁjektiva moduler,

Ny 1 gt

Exempel 2 . a) Om N\ = Z sddr Extlzz(zn: Z ) = 'Z(n, m)’ speciells

1 _ o e217%
XtZZ( Y/ 2) = ZZ‘ Hir tillhor

0 >Zz >Z lLZ >Z

nollklassen, och

0 >,ZZ > 2, >ZZ > 0

den andra ekvivalénsklassen i ZZ‘
] _ B

Antag att vi har en exakt svit

f
(1) 0—“>Z3————>(ﬁ ° >Z73 > 0

LZ, av ordningen 9 (Bevis ?). Men de enda abelska grupperna

D& 4r gruppen

av ordningen 9 4r Z() och 23 A 27, och de dr s3ledes de enda moduler,

som kan férekomma i mitten av (]”\), Men enligt ovan sd finns det tre
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ekvivalensklasser av extensioner: Av detta foljer existensenav tva in-. -

ekvivalenta extensioner av fo i:m.,en
! 5 g .
0> Z o> Z > Zj—> 0.

En extension ir s{ilve{c}e_s_gj fullt bestdmd av modulen i mitten, utan man
miste ocksd ge homomorfismerna f och g.
Det &r naturligt, att undersSka om man dven kan tolka Exi (A, B)', n>1},

med hjilp av nigot slags extensioner,

: Vi f6ljer hir Yoneda (Journ.Fac,Sci, Tokyo, VIL 1954, p, 193-227):
Infor S_ (A, B) = alla
. E io—> B >E_ >...————>’Ei—>A———>O
_ Vi siger att E> E' om det finns homomorfismer E; > E} sd att
» diagrammet
, ~Tn 1
* 1d i Q- ‘ ‘ ?, ‘ Id
0 > B >Er‘1 > ... = >E]' > A >0,
blir kommutativi,

Detta 4t en reﬂexlv och tramsitiv relation pa S, (A B). Dé‘,remot dr den ej
symmetrisk om n> 2, Infor dirfér den symmetnserade relatlonen'
E~E o> {det finns en dndlig svit fEl,“..‘ .s Es,; s3 att £ > eller < E],

E LEN > eller < E Y eoss E;s"> eller <E'}

Safs 16 (Yoneda)., Beteckna mingden av e}svivg.lens.klasser--piz Sn(A,B)

under relationen ~ med Y (A, B). Man kan inféra en gruppstruktur pi,

)rn(A, B) och det finns en naturlig isomorfism

Ext®(A, B) —> Y (4, B).

For beviset h!it}visas lisaren till Yonedas arbete eller till Sém.ﬁ Grothendieck, 115%
Exp,de Cartier.

T111ampn1ngar av Sats 16

1) Ibland kan man ha behov av att inféra satelliter i allminnare s1tuat10ner
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an f6r moduler; Det &r ‘dd ej sikert, att det finns (motsvarighet till) injektiva

eller:projektiva objekt, Konstruktionen av.gruppen y“(A ‘B) ovan gidr diremot

ofta-igenom; och:man sitter da definitionsmissigt kxt (h B) = Y'(4, B)

vilket d¥ naturligt:enligt Sats 16.. Sedan kan acdra satelliter f3s av Ext (Se § S i7)
(Exempel: Algébr-aiska kommutativa gruppery se Serre, Groupes algébriques
et corps de classes. Chap. VII ) ” R

2) Vi har en naturlig bilinedr (as soc1at1v) avbﬂdnmg

P

(20)  Hom (A, B) x Hom (B, C) ——> Hom (A, C)

Effersom Ext it Mett slags hogre Hom", :si bor vi'kunna: generalisera (20).

Vi definierar bilinedra (associativa) aybildningar med 9 %0 9 pgfoljande

sitts P q
o Extp(A B)’ XExtq(B c) s Extp+q(A )

Lit a C—'_-Extﬁ\(A, B), B ﬁr-Extq(B, C) representeras av de exakta sviterna

o “\ 4 .
o == B > B vt > E, —>A—>0
p 1 -
och
k
O— > F > S > F > B > 0
q 1

respektive, .Det dr litt }att”":ééltﬁa ihop dem ,-till":,i'ep 13ng exakt svit:

Fq A ] 1 Hp - EER DTS

[vitar (F1 s E }=j- k|, Denna 18nga svit representerar ett element i

Extp+q(A C), och det beror endast pd a och B . (Dessutom bilinedrt,...)

Foljaktligen blir I l Extp(A A) en graduerad ring, och ! ‘ Extp(A M)

en graduerad (vdnster) modul over_L_J,Extp(A A). Detta resultat kan
P

generahseras till godtyckliga satelhter (§ 17).

814.__ Funktorn Tor{l\.

S

Vi ger nu en motivering f6r beteckningen Tor/!} , 3tminstone for fallet _/\ =Z .
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Sori' bekant éi‘r"'T‘iS:i‘Z(K,’B'-) =0 for o> 2,
/ n - .
Sats 17. T8t A och B vara abelska grupper, A, och B, respektive
torsionsundeérgrupper, D3 giller:
a) Den naturliga avbildningen

'I‘or-lZ ('A.-T-i BT) —> Tor?(A_, B) ir -en isomorfism,

_.b) Gruppen A ‘dr:torsionsfri (dvs, Ap= 0) di och endast di

Tor% (A,€) = 0 foralla’ C.

Bev1s. Lat o0ss farst betrakta fallet att A och B ar andhgt genererade.

Da ar A AT+AF och B = BT+ BF’ dir AF och BF ir fr1a grupper.
Detta fdl_]er ur struktursatsen £6r dndligt genererade grupper. (Uppdel-
ningen i direkt sium-m‘a; a1 dock ej kanonisk, ) ~Eftersom Tor;z( +,F)=0 och
an7Z(F )0 did F &r fri, 53 foljer 2) och halva b) i det dndligt
genererade fa.llet -7__ e i
g Resten av b): Om Tor (A C)-— 0 for alla C sd dar A torsionsfri,'-bg-_
é visas ldtt direkt i det allmanna fallet- Om A :}z 0 hade torsmn s sa funneq
ndmligen en andhg cykhsk undergrupp t111 A skild fran noll, sig |
X
§ Zn= Z/nZ (n> 1), Men

- 0> T (Z5.0) —> Tor) 1(4:0) ar exait (o = Ol

sa att Tor—2 Z C) =0 for alla C, Detta ar omo;hgt for den. exakta SVIten

s D DV gy —

ger en ny exakt svits

Z : : B .
0 —> Tor, (Zn’ C)—>C—>C—>C/mhC—>0

n

Av denna foljer att C > C 4r injektiv for alla C, vilket uppenbarligen
ar omdjligt, (Viljt.ex, C= /).
For att bevisa resten av Sats 17 i det allménna fallet, rdcker det nu att visa, att

att om Pl 4r en godtycklig abelsk grupp utan torsion, sa ar Tor?(}?% C)=0

for alla C, For att gora detta skall vi approximera Pl med sina dndligt
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genererade undergrupper, . Allmént dr en.godtycklig abelsk grupp A lika
‘med fo/mgsmangden av sina dndligt genererade undergrupper A a® QCh
U TorJ(A C) CTor (A C).

I nista paragraf skall fvisa's’; att

L Tory g O = Tor (Yag 0

(Enkontlnultetssats for.Tox,) S SIS S TG B 143

Detta resultat medfdr nu litt, att. Tor (Pl Ch= Oy

u:c

En.undergrupp U.till-Pl saknar ndmligen ocksd:torsiony ‘och-Us drisdledes
fri,.om U 4&r 4ndligt genererad. -Alltsd Pl= U F s ddr alla ¥, 4r fria,

Z 4

LR i et e e e S S b e e b S R
)
.

Ovning. L8t X ivard -ett topologiskt fim, “Geh” - (X G) deé smgular"'

horhb‘log:.grupperna +HIF X “dv ordnmgen A7 ed koeff1c1enter i G, Visa,

B 20 ) 7 B () (30 1T R ()7, —> Hoeg (X))

NI TS Y AP R Sy

§ 15, Teori f’d;};;nduktivt limes,

I f6regdende par;lgré‘.f behovde vi ett resultat:om hur funktorn Tor.] kom-~
muterar med U o Vi skall nu bevisa ett allmidnnare resultat To_rnZZ och

fbr ett slags generahserade fore mngsmangder.

Lat M vara en modul sver en rmg /\ .. Mangden av alla andhgt genererade
undermo,duler t111 M A1 ett exempel pa ett allminnare matematiskt objekt

ett mduktlvt system som vi nu skall definiera,

Def1n1t1on. : Lat I vara en ordnad mingd, Ett I-induktivt system av
j\ -'-‘-"rAhaéﬁler def1n1eras av tvd givna saker:

1) En avbildning, som till varje o ¢ I ordnar en A ~modul M .

2) En avbildning, som till varje par av objekt (g, B) i I, sd att a < B,

. i(l.‘3

ordnar en homomorfism Ma > M

P
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Dsssutom fordras, att (iaﬁ) satisfierar axiomets

IND\. a) ‘i:aq,= Id ’:b)"oma < ﬁ(y Sé’. ar iﬁ - ...i

a
(transitivitet) .

Exem;el,::; ,Lﬁt M vara en A-,Iﬁbdul y.och 1= a,lla=é‘,nd1igt genererade under-

moduler till M, Ordna I genom inklusioni M1 N< N'!<=> N CN' Til

varje a ﬁI o;"dnas modulen a . SJalv. (Vi betecknar den med M for
1

att undv1ka sammanblandmng.) Avb11dn1ngen M = for a <@ 4r

>I\/i‘3

helt enkelt den naturhga 1nk1us1onen. Det ar klart, att axiomen ar upp-

i,.‘s..'.r.:,--?‘ GRS e i

For ett godtyckhgt 1ndukt1vt system vill vi nu inféra ett motsvarande grins=

virde, mduktnrt hmes. (Observera, att i definitionen av 1ndukt1vt system,

s&: fordrds: efiattei: gm. skeffk— vara: mionbmozfismer, )
{ 3’ kg

Dele.mtlon och sats. Lat (M ar [3) vara ett I-mduktlvt system av /\—modul-

er. Betraktazproblemet att fmna en fam113 av avbzldmngar

E ' ) —~ — .
bli kommutativa,, ‘Detta problem har en 18suing (M, i a ), som ir univer=

sell i den meningen att.

Tah sETL TNl sk daw oo o S
) M a) satisfierar villkoret (L)
¢:2). Forvarje annat par - (M, 10.) ‘som satisfierar ( 2)), s3 finns det en en~
B ?
—> M sd att

~—
tydigt-bestdmd homormiorfism M —

z |
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blir kommutativt,
S
Paret (M, io.) d4r di entydigt bestimt s3ndr som pd en entydigt bestdmd
isomorfism (allmin egenskap hos losningar till universella problem). Man
kan konstruera ett kanoniskt par, (se nedan), och man kallar motsvarande
M. for induktivt limes av (M_,i ©) och vi skriver det som
Clim (v i P) eller lim wm
— *° -+
(Det &r klart, atti exemplet ovan, sd &r M induktivt limes av M .)

Bevis. for satsen. Infor Ml M=|| M, och U M= SRSV g dar vi in=
AT s B B . . s B S : = H

a,f
fort beteckningen Muﬁ = Ma( a <B) a<p
Definiera en /\ ~-homomorfism

do _
A M Al M
genom sitt virde pd varje summand LL1 M:
(13, -iP) .
\ B | ST
MQ‘B > l\/.la + M‘3 5 M

dir i &4r den naturliga injektionen, Injektionen M —:—-—>_j_l_o M definierar

i

naturliga avbildningar M & > Coker d, och det 6verlimnas it lisaren

att visa, att (Coker d_, ia) 4r en universell (kanonisk) lésning till problemet

ovan,

Vi har alltsi en exakt svit

>lim M —> 0
a

- . d
(22) L ]M—’—9—>_L\_OM
—
T

Ett specialfall av lim 4&r 1t (véi.rftir?E ), och (Z3) visar hur det allminna ™
_— I

fallet kan Sterforas pd detta specialfall,
L&t nu (M ) vara ett induktivt system av (vanster) /\ =moduler, och A en

hoger [\ -modul, D& ir (A X Ma) ett induktivt system av abelska grupper,
N

Vi har kanoniska avbildningar
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M —>lim M
(1/ > *

alltsd dven homomorfismer:
APM —> AR lim M .
N a (A > Q

och de satisfierar kommutationsrelationerna (1) ovan, Det. finns saledes
enligt den universella karakteriseringen av lim, .en entydigt bestdmd
: .> : d SLPLORATEEAT
avbildning
@

lim (A(®M })—> A1 M

lim (AGM ) L Ma
Sats 19, Den naturliga homomorfismen

lim (A®OM )—> AR lim M

ir en isomorfism,

Bevis, - Eftersom o#dndliga summor 4r ett specialfall ay lif',-sd finns det
e
ocksd naturliga avbildningar -

'.“‘W

4 — 1

R
(A '@/\M) —( A &1L M och
0 _
U (a® M)—Ds A cou M,
O ~ (]

]")"'eSSa- évbiidnitigzir '“'alr iSoméffiémer.= (Fol_]er 15tt ur def1mt10nen av

tens orprodukt,)

Vi har nu ett kommutativt diagramsg

1 e ) —— 1L (8 & M) SlHm (AGGM )—> 0
~ o) [aN S ~ Q

| tw L e | e

Al M > AL M >A®& lim M_ ——> 0
A A~ © A a
: —
Ur definitionen av lim féljer att den forsta raden dr exakt, Likasd &r den
—_—

andra raden exakt (definitionen av lim och hogerexakthet hos @/\ ).
—

Men vi har just pdpekat, att de' tva forsta vertikala homomorfismerna ir

§ isomorfismer. D3 miste ocksi @ vara det, (Bevis?). VSB,
0 AN
Lit oss nu forsodka utvidga Sats 19 till de "higre tensorprodukterna' Tori o

P3 samma sédtt som férut definieras avbildningar
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0,

1

. N A i Ce g

11m>.Tori-;(A,/Iﬁ a) .> Tor, (&, lzl_rn> Mo.)’ i>05.

Sats 20, Avbildningen o, ir en isomorfism om- I &r filtrerande, dvs, om
det till varje par (q,p )€1 existerar ett yel sd att a <yoch B < y.

Fﬁrbered:elé'é'\:till?~li)éVi:sef}' Det 47 Latt ait se; -att avbildningen ®, ocksd

kan def1n1eras pa fol;ande sdtts 13t P* vara en f1x progektlv upplosnmg av

A, Vi har enligt sats ]9 en kanomsk is omorflsm mellan komplex.

PRI

lim(P*@M )—> P, Um M_,

Denna inducerar.en: isomorfism f6r homologigrupperna

T,
wlone e

B '-’/-\»:-.,1; ) -
> Tor, (A, Hm”"Ma)"

HyHm (B © M)

Men man definierar pd samma sdtt som ovan en naturlig avbildning
U
Titd ARG M- Y —2—5"H . (14 .
11m>H1(_P* _@/\M ) H1(11m>;’('P* Cx/\/\Ma))
3 ' % '
och ¢.= 7_h, ..
R
Vi har alits3 dterfort hela problemet. pd studiet av-kommutering mellan H;

och lim
—_

L3t (K* )1 "hﬁ) “vara ett I-induktivt-system av komplex, ‘dvs,
1,,:(1 (1 5 Ky K,'t‘3 ir avbildningar f8r komplex ( kommuterar med
differentialerna), som satisfierar IND.

Vi fir f6r varje o exakta sviter

0 Z.n(K.#d)é_»_> Kn o —_— Bn__] (K*a)_‘"’> 0

0 —> B_(Ky ) —> zﬁ(K*u-)————> H (Ky,)—> 0

Homomorfismerna i*f inducerar dessutom homomorfismer

By

Z (ig ) (i
n' ¥a n—l *a
Z (Ky)—> Zn(K*ﬁ), Bn-l(K#a)“—') n_](K*ﬁ), teae
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33 att
0—> Zn(K*a)_> Kna — Bn-](K*'a) —>0
(23) \L L |
0—> Zn(K*ﬁ) —> K B e Bn“1 (K *B) —>0
och
0—> B.(K g )—> 2 (Ky )—> H (Kg )—> 0
(29) \ } \

0 —> Bn(;f*ﬁ) — Zn(K *ﬁ)—> Hn(KI*B) —_—— 0

(K

na' inf‘)”':

blir kommutativa, Det ir klart, att (Zn(K*u )s zn( i*f)),

B

4ir I~induktiva system och att (23) och (2Y) indgon mening dr exakta sviter
av I-induktiva system,
Vi leds nu till problemet att underséka hur lim transformewar sddana

—

exakta sviter, dvs, till studiet av funktoriella egenskaper hos lim d3 I
—_

I
hdlles fix.

Vi preciserar forst vara begrépp ien

Definition: L3t (M a? mE) och (N _,n g) vara tvd I~induktiva system av

_/\ ~moduler, och M 25 N en familj av _/\ ~homomorfismer, Vi

‘sidger, att h=(h a) ir en homomorfism av induktiva system, om diagram=-

men
h

M " > N
a a

Q™

>N‘3

5+ kommutativa for alla par a,f med a < f.

Bildningen
[ nalla" I-induktiva system av /A -moduler
M L och alla homomorfismer mellan I-induktiva (/I\ili{’ )
A , 1t

system ,

liknar i mangt och mycket A4 , och man kan inféra Ker h, Coker h etc,

£6r homomorfismer mellan induktiva system, exakta sviter, projektiva
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objekt, funktorer frin ,/U, I ti1l A o satelliter av dessa funktorer etc,
I kapitel 4 och 5 kommer vi att trdffa pd dnnu en sadan b11dn1ng. ‘bladverk
(falfceaux) av abelska grupper och homomorfzsmer mellan bladveri:i;a eﬁ

fixt topologiskt rum X, I det sista kapitlet skall vi exakt fastligga i vilket

allmént fall man verkligen kan geno'-l"'rwlfijr'a.‘aen fé'll‘éggende teorien frén

kapitel 3.
i Vi papekar biara, att de exakta sviterna ( 7;27) Bildé;r;éxempel pa exakta sviter
av:induktiva system,

h=(h
S (NQ) vara en homomorfism f6r induktiva system,

Litnu (M )

R

Det 4r klart, att h" definierar avbildningar

S 1ne h . _J_l_]h '
A _H M —2 _LON och M M——> LN

Det finns d& en och endast en homomorfism lim M _—> Hm Na ;¢ BOmM

RE SR e T

gordlagrammet o

wpan
(

>
l Lyh ot %
k h ] ~ \ll
4 N——> ! N——> lim N, —> 0
N R < —_— a

kémimutativt, Den betecknar vi med lim hGL
—>

Det 4r litt att se,-att (lim M _, lim 'h ) definierar en kovariant funktor

—_—> S
frén M an Y,
N A

Den ir dessutom additiv. For att bevisa sats 20 sa behover vi

Sats 21, Funit_fdrh ‘1im 4r alltid hége-réxakt. Den dr exakt om I &r
—_—>
filtrerande,

Beviss Lat
(b, ) (k)
> (N

o —> (L1}
vara en exakt svit av induktiva system,. Vi fir, som det 4r litt att se, en

exakt svit av _/\‘ -moduler



- 120 -

o]
0 — >_LLOL =1L M —>1 N

L h Uk
o

>0,

.

och samma sak géilier for LL] . varav fol_]er, att det kommutativa diagrams-

et
, ol L— > U m ___;.U_]N > 0
‘ £1-). . . | {IN) -
L d (1) L MY A
| , | Y
5 >—h—()L T oM ot 7

hariexakta rader, Enligt 1émma 1, s8 fir vi dden exakt svit " : fﬂ’lﬂ&uma/f}

lim L > lim M > lim N >0,
dvs, lim ~&r hégerexakt, -
' —
L8t hu I vara filtrerande och tag ett A € lim L si att (lim ha‘)(.)C) = 0,

Det finns ett B 83 att A kommer fr:‘in ett xpe L‘3 vid aﬁ:)ildnin'é:en

Lk A

L

(Lemma 5 nedan. ); Men hB(NB)Q Mﬁe_U,OM avbildas d8 p4 0 av
M, —>lim M_. |
I8 —_— a

Detta f6ljer av det kommutativa diagrammet

_[L_OL (k) > ‘\_\_'O‘M

G AR R

8 e&—
3
=
6_,__.—.

Bl — =2 o lim M
.__.I a ___.>L
0 0

1
Enligt lemma 6 nedan finns det d3 ett B'> B sa att mg (b ﬁ( )\ﬂ)) = 0, var=

av foljer, att

b By, (lﬁ'(”)= m%'(hp()\)) =0, dvs, 1g'(x) =0 (hy &r injoktiv)

bbbl
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och:a fortioriv:A=0,. . _
a2 1oTLEOTL: P .
Sats 21 4r s3ledes bevisad modulo tvd lemmatas
Lemmia 5, *Lat (Mu.' 1%) vara-ett I-induktivt system med I filtrerande,

'Iﬁ:i'%lilr-v;\z'aﬁje?.pp £-limn M- finns d& ett B och.ett p, & M, sd att
s @ p B

= iﬁ-(p'ﬁ) dar M -——p—-> lim Mu. dr den

zi
Bevisy Sviten || 0M — % > 1lim M(1 —> 0 ar exakt, sd det existerar

e} - i [ —~

~ BT A o v . ~
ett p.@_‘LOM med (Ela)(p.)=|-_t. Men p = Zps‘a'* dir By = 0 f5r

nistan-alla i‘a: (definition av: L\_). Eftersom I ir filtrérande sdifinns det:

' ~S
ett B storre 4n de #ndligt minga a for vilka B o,

~s .
Eie’tﬁent?t'-_,:_:Hél:_;':—'-f'_»?lij."g;(.A[_._l..d) tillhor dd Mg och iﬁ(*"ﬁ) =0, VSB,

Lemma 6,14t (M; ) vara:som i lemma 5, Om g & MB ochlﬂ( P'[S) =0

1
sd finns det: B.3f: ;-s-i»at.t.:i%(pﬁ) = 0,

Cd (M) zi
o] na a

I M——>l M——>limM
1 o oy

> 0
a

ar exakt, “Hirav f6ljer existensen av ett #ndligt antal par

L. n"‘"
(@ +B.). _ a <pB och element W &M =M
v'Pvly=1t Ty v a, B, a, B, v

s3 att
n - . R l

tg = vii’ ( - i uavﬁv) @ L M),
ﬁl

Tag ett p'> alla . Det Sverlimnas it lisaren, att visa att i‘3 (p.ﬁ) = 0,
Det ir nu litt att avsluta beviset f6r sats 20, Om nimligen I &r filtrerande
s§ dr, som vi nyss sett, lim exakt, Om man tar lim av sviterna {23),

—_ —— .
( "?.t}) s8 f3r man alltsi nya exakta sviter, vilka ger det Snskade resultatet,
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Det &r Klart att situatioreni § 14 ir filtrerande, Dét resultat om \_J och
T‘orlz,j sor vi behdvde for beviset av Sats 17, fdjer nu ur Saﬂt}sﬂqmed‘ A=
Om 1 ej 4r filtrerande, sd 4r den naturliga avbildningen ‘CP'i i Sats 17 &
allmanhet ¢ j en isomorfism, Man leds till att infora vdnstersatelliterna

Iim ( ) av lim och kommuteringsrelationen ersittes dd av tva s,k,

a—
spektralsviter, som konvergerar mot samma sak, och har resp, forsta

e e S A g B e .

termer lika med o
lim TorA(A, M ) och To‘r (A hm M)
.’ _'>(p) B q ) 3 0. (q) L e
\/
Funktorn lim!-spelar en.stor'roll vid studiet:av:Céch=kohomologien; {Kap. 5)

_—

g Y6, Projektivt limes,

Orri mian ‘dualiserar ‘situationen i: % 15, -64: leds man'till begréppen: projeltivt
system ochprojektivtdimesi. -
Ett I-ptojektivt system definieras siledes av (Ma, pi') “Yarvid pf gar

at andra hillet:

"
Pg |
I\/I‘B———>M(1 for 9) a‘, |
Projektivt limes 1lim M ha-r egenskapen att:det finns homomorfismer
lim M >M sa att
: a

3 < h

:- a

£ Lim M > M B

; L SE T

: -~ h

| U

¥ e M

%

¥ sr kommutativt och: Hm 4r universellt £6r denna -egenskap. Specialfalls.
'; <—

4 oindlig produkt, Kategorien av projektiva system inféres som tidigare,

och lim blir en funktor frdn dem till /u/\.

<._
Sats 22, Funktorn lim &r kovariant, additiv och vinsterexakt,

<._-._.
Bevis: Ovning,
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Anm, Dea;iremot._éi;: i allminhet lim ej hégerexakt, ej ens om I &4r
fxltrerande. ,

Vi ser, saledes anyo att '_’t {, ej.dr sjdlvdual, 'lden ena sidan dr flqugj_}sg&q@d.

Detta berdres nirmare i Kapltel 6.

_Hogersatelliterna av lim boér d&rfor spela en stor roll, men det dr forst

och 254, 962 p. ]720 ) Som exempel pa resultat, 13t oss endast ndmna

folJa.nde [ 3]

verad’ abelskgrupp, och (B‘ ) ett prrojelciivt

system av andhgt genererade abelska grupper I f11trerande) ' Det fifins a3

ooLee RS
T E T ISl

enﬁ exakt svlt

0— A @hm B——-——-> lim (AOB )————> Tor (A, lim (])B )—/™> 0
<—-— < <
Dessutom géller {_3 fy att lim" ‘B dr eninjekiiv abelsk grupp, alitsa
-
dlrekt summa av Z; _ ochQ .« Men Tor] (A, Q) =0 ()Q saknar tor-

sion), och Tor.l;f(,_,A?,‘ JP) =__Ap = p-torsionsundergruppen av A,

G

Funktorerna lim?
v &—=" i
C ech-kohomologlen, 8l att man fir en homologiteori,” som satisfierar

) 1 > 1 upptrdder naturligt;” dd man vill dualisera
exakthetsaxiomet;- Motsvarande sak gdller for Grothendiecks kohomologi~

teori, Dessutom kommer llm( i) naturligt in i studiet av Weilkohomologien,
<.__
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% 17, ‘Precisering av den rollbiL som funktorerna Ext och Tor spelar

i den homologiska algebran,
L&t oss bérja, med att‘ visa, att {5 ir den enda funktor, som kommuterar
vdl med induktivt limes,
Sats 23, L&t T wvara en kovariant (a priori ej nédvindigtvis additiv) funi:tor

fran N\ ~moduler till 4’ ~moduler, Antag, att den naturliga homomorfismen
lim T(A ) —> T(lim A )
_ N

47 en isomorfism f6r varje indﬁktivf system A (I varierar ocksi.). D3
finns det en‘h'o'g»_e.;'_/"u ~modul B, och en naturlig isomorfism av furllktorer'
T(«)—> B N

(T ar saledes speciellt additiv och hégerexakt, )

Bev1s. Att T &4r additiv ar ldart for ALl B &r induktivt limes av A och
f

- . : g
B, "Alltsd ar sPeciellt T(0) = 0, L3tnu A > B >C—> 0 vara

A

s enexakt svit, Den définierar ett induktivt system

B_ 0 g
£ -~/ . vars induktiva limes dr BA(A) —> C

Enligt forutsidttningen, sad dr

T(B) 0 B 0

lim ( S0/ yZ=—> T(lm ( Rf\ /)
— T(f)T\(A/) — o

s8 att  T(B)/Im(T(A) ———> T(B)) —— T(C),

T(£) T(g)
> T(B) —> T(C) ——=> 0

dvs, T(A)

idr exakt.

(Vi har hittills endast anvdnt, att T kommuterar med dndliga induktiva

limes; detta dr i sjilva verket ekvivalent med att T &r additiv och hoger-

exakt,
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Det 4r klart, att-om T(M) =5 B f§9/ M f8r nigon hoger A =modul B. s&
—\~
miste vi ha speciellt
T(A) — B R,/ —> B,
Vi forsoker dirfor nu inféra en hoger /1. -modulstruktur pd T(/\). Detta
sr enkelt f5r o

N A

(multlphkatlon t111 ger med A)
defmlerar en /\ -homomorﬁsm; Alltsd fir vi en grupphomomorflsm

T( ° )\ ) .
T()) — TUL)

Lit nu & ¢ T(/\) ochsitt V¢ A = T( ¢ X)(v)s
Vi £81 48 on hoger /\ “modulstruktur p3 ‘TU\), s4 vi kan détiniefa funktorn
U(M)'= T(\) @, M

.;;f-‘,‘-'-_--"-_.i’l,-'.'. R SRR A ‘.:‘"- ‘ e et e [AETUNE .' ,‘, : ” .
Dessutom finns det en naturlig transformation av funktorer

o)

o(M) ——> T(M)
definierad pd foljande satts

L8t ™ EM och ¢ T(A) och sitt

dle®um) = T@E@)e) dar m: N —=>hm €M,
$(N) &t enisomorfism, men eftersom U och . T bdda kommuteérar med
o#ndliga summory, sd 4r G(F) en isomorfism £6r varje fri A ~modul Fi
Hirav féljer, att $ (M) ar en isomorfism fér ett godtyckligt: Mg
Det finns en exakt svit

F] —> F —> M —> 0, dir Fi dr frias

Eftersom T och U &ir hdgerexakta, och (i) naturlig, sd fir vi ett kom=

mutativt diagram med exakta rader
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—> 0

U(:F'-) ——> U(F ) —> U(M)

% b(F,) o) 1 d (M)
L g ‘
T(F ) ——— Téjo_) ——> T(M)

> 0

hir 4r, -som vi tidigare sett, d)"(Ed) .och (i)(F]) isomorfismes, Men di

miste dven ((M).vara det, V.S.B.

Bevisa f6ljande resualtats:

Om .. T. dr.en kontravariant funktor frin/\ -moduler till / -moduler, s&

att den naturliéé. avbildningen

" Hr en 1somorf1sm for varJe 1ndukt1vt system och fqr varje I, sa galler, att

det finns enj\ -modul T ochen naturhg isomorfism av funktorers

(M) on}\_( )

K;.ﬁf'afktlerivs era pad liknande sitt funkiorn Hom,\(S, * ).

-4
De féregdende resultaten hirsr sig visentligen fran S, Eilenberg, Abstract
description of some basic functors, Journ., Ind, Math, Soc. 24, 1960,

p. 231-234, och C.E, Watts, Proc. Am,Math,Soc, 12, 196]l. Se &@ven

Gabriel, Thdse, Paris 196}, (Kommer att publiceras i Bull, Soc, Math,

:Fr_ance, 90, fasc, 3, 1962.)

L&t oss slutligen ge en formel av Yoneda, I Journal Fac, Sci, Tokyo, 8, 1960,
p. 507-77 (8e #ven Hilton-Rees, Proc, Cambr, Philos,Soc. 57, 1961,

Pe 489-503) I, som visar hur vidnstersatelliterna av en godtycklig kovariant
additiv funktor kan berdknas med hjilp av Ext»rt.A Forst en betecknings

L3t F och G vara tva godtyckliga kovarianta funktorer frin AN\ =moduler
till /. ~moduler, Definiera

Nat(F, G) = den abelska gruppen av alla naturliga homomozrfismer

F >G.
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